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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

   Предлагаемая книга возникла на основе материалов лекционного 
курса “ Введение в физику плазмы”, читаемого автором студентам  
тех физических специальностей МИФИ, для которых этот предмет 
не является базовым, но призван дать необходимое введение в круг 
вопросов, охватываемых современной физикой плазмы. Заметная 
часть курса связана с обсуждением неравновесных процессов в га-
зах и плазме – явлений переноса и релаксации. Понимание этих яв-
лений и умение рассчитывать характерные времена релаксации 
процессов и коэффициенты переноса (вязкость, теплопровод-
ность, диффузию, электропроводность) оказываются крайне не-
обходимыми для современного инженера-исследователя. 
   Известно, что математически строгое рассмотрение неравновес-
ных явлений в газах и плазме относится к области физической ки-
нетики – одного из разделов курса теоретической физики. В основе 
соответствующего анализа этих явлений лежит обычно классиче-
ское кинетическое уравнение с интегралом столкновений Больцма-
на для нейтральных и слабоионизованных газов либо соответст-
вующим интегралом в форме Ландау для полностью ионизованной 
плазмы. В рамках семестрового курса, посвященного общим во-
просам физики плазмы, трудно найти достаточное время для по-
следовательного изложения строгой теории явлений переноса и 
методов вычисления соответствующих кинетических коэффициен-
тов (коэффициентов переноса).  
   В настоящей книге автором сделана попытка дать анализ явлений 
переноса в более сжатой и, по необходимости, более упрощенной 
форме на основе единого подхода, одинаково применимого как к 
обычным  газам и газовым смесям, так и к плазме. При этом удает-
ся избежать более сложных подходов, связанных с применением 
кинетического уравнения, хотя детали реального взаимодействия 
частиц (в том числе кулоновского) и соответствующие им эффек-
тивные сечения столкновений учитываются в полной мере. 
   Первым шагом в реализации поставленной задачи является ис-
пользование элементарной кинетической теории явлений переноса, 
основанной на концепции средней длины свободного пробега моле-
кул между столкновениями. Важными достоинствами такого спо-
соба рассмотрения являются простота и ясный физический смысл 
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самой процедуры получения необходимых результатов, которые 
приводят в основном к правильным качественным зависимостям 
коэффициентов переноса от основных параметров газа и плазмы. В 
книге используется обобщение этого метода для анализа явлений 
вязкости и теплопроводности газов, газовых смесей и плазмы (с 
коррекцией численных множителей, учитывающей результаты 
строгой теории). При рассмотрении диффузионных явлений в газах 
и плазме нами широко используется другой метод, основанный на 
уравнении баланса импульса (уравнении движения) для отдельного 
компонента смеси. Применяемый при этом подход соответствует 
так называемому квазигидродинамическому  приближению в тео-
рии газа и плазмы и дает достаточно надежные результаты при 
расчетах ряда коэффициентов переноса. Известные результаты 
строгой кинетической теории позволяют лишь скорректировать в 
отдельных случаях численные множители в выражениях для коэф-
фициентов переноса. 
   Главы 1 и 2 являются вводными к основной теме книги. В них 
обсуждаются равновесные свойства газа и плазмы и вводится ряд 
необходимых параметров, используемых в дальнейшем анализе. В 
главе 3 на основе феноменологического подхода формулируются 
общие уравнения сохранения в газе и газовой смеси и обсуждаются 
используемые в них линейные соотношения переноса. В главе 4 
детально рассматривается динамика упругих столкновений частиц, 
результаты которой применяются затем для определения эффек-
тивных сечений рассеяния частиц. Остальные главы книги посвя-
щены собственно кинетической теории явлений переноса в газе и 
плазмы, рассматриваемой на основе заявленных выше приближен-
ных подходов. 
   Известно, что краткое обсуждение явлений переноса в газах явля-
ется неотъемлемой частью основных университетских курсов об-
щей физики. Автор надеется, что настоящая книга может послу-
жить также полезным дополнительным учебным пособием для сту-
дентов младших курсов, которые начинают изучать молекулярную 
физику в рамках традиционного курса общей физики. 
    Автор выражает искреннюю признательность профессору, д-ру 
физ.-мат. наук В.Д.Борману за ряд полезных замечаний по содер-
жанию книги. 
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ГЛАВА 1.  ИДЕАЛЬНЫЙ ГАЗ 
 

   Мы начнем наше обсуждение со свойств обычного газа в состоя-
нии термодинамического равновесия. Это позволит ввести ряд 
важных определений и параметров, необходимых в дальнейшем 
для анализа как равновесных, так и неравновесных состояний газа 
и плазмы. В основе принятого ниже рассмотрения лежит молеку-
лярно-кинетическая теория газов, важной составной частью кото-
рой наряду с элементарными представлениями является использо-
вание понятия функции распределения по скоростям и внутренним 
состояниям молекул. 
   Газ – это состояние вещества, в котором образующие его частицы 
находятся на значительных расстояниях друг от друга (по сравне-
нию с их собственными размерами) и большую часть времени про-
водят в свободном движении. В отличие от жидкости и твердого 
тела, где молекулы оказываются существенно сближенными и свя-
занными между собой значительными по величине силами притя-
жения и отталкивания, взаимодействие частиц в газе проявляется 
лишь в короткие моменты их сближения (столкновения). При каж-
дом таком столкновении происходит резкое изменение величины и 
направления скорости их движения. Поскольку число молекул в 
газе огромно (при нормальных условиях1) в одном кубическом сан-
тиметре газа содержится 2,7 1910⋅  частиц), характер движения мо-
лекул в газе отличается полной беспорядочностью (хаотичностью). 
Следствием хаотичности движения молекул газа оказывается то, 
что в состоянии равновесия частицы равномерно распределяются 
по занимаемому газом объему. По той же причине в газе с равными 
вероятностями представлены все направления движения молекул, а 
их абсолютные скорости меняются  в широких пределах от очень 
малых до очень больших значений. В среднем молекулы газа дви-
жутся с достаточно высокими по обычным меркам скоростями. 
Так, для молекул азота в воздухе при нормальных условиях сред-
няя тепловая скорость частиц равна 454 м/c. Отметим, что скорость 
звука в воздухе при этих условиях равна 330 м/c.  

                                                 
1 Напомним, что нормальным условиям соответствуют давление 

1=p атм = 1,013·105 Па и температура t = 0 C ( Т=273,15 К ). 
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1.1. Идеальность  газа  
 
   Законы, определяющие свойства и поведение газа, легче всего 
формулируются для случая так называемого идеального газа или 
газа относительно низкой плотности. В таком газе среднее расстоя-
ние между молекулами предполагается большим по сравнению с 
радиусом действия межмолекулярных сил. Фактически газ счита-
ется идеальным, если осредненной по времени потенциальной 
энергией взаимодействия его молекул можно пренебречь по срав-
нению со средней кинетической энергией их движения.  
   Порядок величины среднего расстояния между молекулами r  
можно определить исходя из следующих простых соображений. 
Выберем какой-либо единичный объем газа в виде куба. Пусть 
число молекул в этом объеме (плотность числа молекул) равно n . 
Предположим, что молекулы равномерно распределены по объему 
выбранного куба, находясь на расстояниях r  друг от друга. Оче-
видно, что в этом случае выполняется условие 13 =nr . В реально-
сти молекулы распределены в пространстве совершенно хаотично, 
поэтому можно говорить лишь о некотором среднем расстоянии 
между ними, которое можно оценить из условия  

3
1−

n~r . 
   Воспользуемся приближенной моделью взаимодействия частиц 
газа, в которой молекулы представляются твердыми упругими сфе-
рами, напоминающими бильярдные шары. Пусть диаметр этих 
сфер равен d . Введем безразмерный параметр ( )33 rdnd ≈=α , 
который называют иногда параметром плотности или парамет-
ром газовости. По порядку величины он определяется отношением 
объема самой молекулы к среднему объему, приходящемуся в газе 
на одну молекулу. Условие идеальности газа соответствует, оче-
видно, малости параметра плотности, т.е. 1<<α . Если α ~1, то газ 
находится в сильно сжатом состоянии и оказывается  неидеальным.  
   В модели твердых упругих сфер взаимодействие между ними 
происходит лишь при их непосредственном соприкосновении, ко-
гда расстояние между центрами одинаковых сфер равно .d  Заме-
тим, что и в случае произвольного характера взаимодействия моле-
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кул между собой, включающего силы отталкивания на близких 
расстояниях и силы притяжения – на далеких, можно ввести неко-
торый эффективный диаметр молекулы эффd , соответствующий 
примерно расстоянию между взаимодействующими частицами, при 
котором потенциальная энергия взаимодействия частиц сравнива-
ется со средней кинетической энергией их относительного движе-
ния. Характерный диаметр молекул для типичных газов в модели 
твердых упругих сфер можно в среднем оценить как d ~ 8104 −⋅ см 

(табл. 1). В соответствии с условием 13 <<=α nd  это означает, 
что газ является идеальным, если 22106,1 ⋅<<n см-3. Выполнению 
этого неравенства заведомо отвечает любой газ (например, воздух), 
находящийся при нормальных условиях, поскольку, как уже отме-
чалось, в этом случае число молекул в одном кубическом санти-
метре газа равно 2,7 1910⋅ см-3 (число Лошмидта). Среднее расстоя-
ние между молекулами r  соответствует при этом величине 
~ 7103 −⋅ см, что на порядок больше характерного размера самих 
молекул (параметр плотности α ~ 310− ). Отметим, что при фикси-
рованном давлении газа условие идеальности удовлетворяется тем 
лучше, чем выше его температура, поскольку плотность газа, как 
это следует из уравнения состояния идеального газа (см. ниже), 
меняется обратно пропорционально его температуре. 
 
1.2. Средняя  длина  свободного  пробега  молекул   
 
   Помимо среднего расстояния между молекулами важной харак-
теристикой газа является средняя длина свободного пробега моле-
кул между столкновениями. Каждая частица в газе испытывает 
очень большое число столкновений с другими частицами. В про-
межутке между столкновениями молекулы движутся практически 
прямолинейно, испытывая резкие изменения скорости лишь в мо-
мент самого столкновения. Естественно, что длины прямолиней-
ных участков на пути молекулы могут быть различными, поэтому 
имеет смысл говорить лишь о некотором среднем расстоянии, ко-
торое проходит молекула между двумя последовательными столк-
новениями. 
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   За время tΔ  молекула проходит сложный зигзагообразный путь, 
равный tv Δ , где v  – средняя тепловая скорость частиц 
(рис.1.1). Изломов траектории на этом пути столько же, сколько 
произошло столкновений. Пусть Z  означает число столкновений, 
которое испытывает молекула в единицу времени. Средняя длина 
свободного пробега равна тогда отношению длины пути tv Δ  к 
полному числу столкновений tZ Δ , испытанных молекулой на 
этом пути, 

                                       
Z
v

tZ
tv

=
Δ

Δ
=λ  .                                      (1.1)     

    

 
 

 
   Для оценки величины Z  воспользуемся простыми соображения-
ми. Будем считать, по-прежнему, что молекулы представляют со-
бой твердые упругие сферы диаметра d , которые равномерно рас-
пределены в объеме газа с плотностью n . Предположим вначале, 
что молекула движется в среде, где все остальные молекулы не-
подвижны. Легко заметить, что молекула пролетает мимо другой 
молекулы, не испытав столкновения с ней, если расстояние между 
центрами молекул превышает величину, равную диаметру одной 
сферы. Следовательно, за время t , равное 1 c, молекула будет 
взаимодействовать только с теми партнерами по столкновению, 
центры которых расположены в объеме цилиндра длиной v  и с 

площадью основания 2 dπ=σ  (рис.1.2). На самом деле, после 
каждого столкновения направление движения молекулы меняется, 

d2  

Риc.1.1
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и мы должны рассматривать ее движение в цилиндре, составлен-
ном как бы из отдельных колен (см. рис. 1.1), однако, вид наших 
рассуждений не меняется, если мы будем считать этот коленчатый 
цилиндр  выпрямленным. 

 
   Величину 2  dπ=σ  называют поперечным сечением столкновений 
молекул. Для рассматриваемого нами случая оно представляет со-
бой сечение воображаемой сферы, окружающей молекулу, внутрь 
которой не может проникнуть центр никакой другой молекулы. 
Число молекул в объеме рассматриваемого цилиндра равно σvn . 

Таким же будет число столкновений, т.е. σ= vnZ . Используя 
(1.1), находим 

 
σ

=λ
n
1

 . (1.2) 

На самом деле, конечно, в газе одновременно находятся в движе-
нии все молекулы, поэтому в выражение для Z должна входить 
средняя скорость относительного движения молекул, так что 

σ= отн vnZ . Более точный расчет с использованием максвеллов-
ского распределения по скоростям (см. гл. 4), показывает, что 

vvотн 2= . В результате для числа столкновений имеем 

σ= vnZ 2 . Используя определение (1.1), приходим к известной 
в элементарной кинетической теории формуле 

 2  22
1

dp
kT

n π
=

σ
=λ  . (1.3) 

2dπ=σ  

d  

>< v
Рис. 1.2 
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Значения средней длины свободного пробега λ  при нормальных 
условиях для ряда обычных газов, рассчитанные по формуле (1.3), 
приведены в табл. 1. Здесь же приводятся значения эффективного 
диаметра молекул d , соответствующего модели твердых упругих 
сфер, которые оценивались из экспериментальных данных по вяз-
кости газа. 
 

                                                                                                                          Таблица 1.1 

  Газ -810 , d см -610 , λ см    Газ -810 , d см -610 , λ см 

   2H     2,74    11,1    2O     3,61    6,42 

   He     2,18    17,6    2CO     4,59    3,97 

   Ne     2,59    12,5    4CH     4,14    4,88 

  Ar     3,64    6,32  42HC     4,95    3,42 

   Kr     4,16    4,84    HCl     4,46    4,21 

   Xe     4,85    3,56    3NH     4,43    4,26 

   2N     3,75    5,95   OH 2     4,60    3,95 
 

   Понятие средней длины свободного пробега, использующее мо-
дель молекул – твердых упругих сфер, было введено в кинетиче-
скую теорию газов австрийским ученым Клаузиусом еще в 1868 г. 
Обобщение этого представления на случай, когда учитывается ре-
альный характер взаимодействия молекул, оказывается возможным 
при введении так называемых эффективных сечений рассеяния. 
Подробней этот вопрос мы обсудим  в гл.4 . 
   Учитывая, что n ~ 3−r , находим, что 

λ ~
32

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

d
rd

d
rr . 

Это означает, что для идеального газа )1( <<α  выполнены нера-
венства 
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 λ<<<< rd . (1.4) 
Так, для молекул азота при нормальных условиях d ~ 8104 −⋅ см, 
r ~ 7103 −⋅ см  и λ ~ 6106 −⋅ см. 
   Введение средней длины свободного пробега молекул позволяет 
выделить различные режимы течения газа, если сравнивать эту ве-
личину с характерным внешним параметром задачи L . Параметр 
L  может характеризовать, например, размер системы, размер об-
текаемого тела, длину волны периодического возмущения, распро-
страняющегося в газе, и т.д. Безразмерная величина отношения 
средней длины свободного пробега λ  к характерной длине L  но-
сит название числа Кнудсена )LKn( λ= .  
   Малость чисел Кнудсена ( )1Kn <<  соответствует модели сплош-
ной среды или так называемому гидродинамическому приближе-
нию в теории газов. В этом приближении может быть обоснована 
система уравнений газодинамики, описывающая изменение во вре-
мени и в пространстве основных гидродинамических переменных 
газа: плотности, скорости и температуры. В первом порядке по 
числу Кнудсена в эти уравнения входят так называемые линейные 
соотношения переноса, связывающие поток тепла (плотность по-
тока энергии) и касательные (вязкие) напряжения (плотность пото-
ка импульса) с производными по координатам от основных гидро-
динамических переменных. Коэффициенты пропорциональности в 
этих соотношениях носят название коэффициентов переноса. Про-
стейшие способы их вычисления и оценок могут быть основаны на 
концепции средней длины свободного пробега молекул (см. гл. 5). 
Число Кнудсена как малый параметр используется и в более точ-
ной теории явлений переноса, основанной на приближенных мето-
дах решения кинетического уравнения Больцмана [1]. 
   Другой предельный случай )Kn( 1>> соответствует так называе-
мому кнудсеновскому газу. В этих условиях средняя длина свобод-
ного пробега молекул λ  заметно превышает характерный раз-
мер L , и основную роль играют не столкновения молекул между 
собой, а их столкновения со стенкой (например, со стенками сосу-
да, в котором  находится газ). 
   При анализе неравновесных процессов, в которых параметры газа 
меняются во времени, или так называемых процессов релаксации, 
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полезным оказывается также введение ряда временных параметров. 
К ним относятся характерное время взаимодействия частиц между 
собой va=τ0 , характерное время свободного пробега молекул 

vλ=τ  и характерное время задачи vLL =τ . Для рассматривае-
мого нами идеального газа при условии малости числа Кнудсена в 
этом случае выполняются неравенства 
                                                  Lτ<<τ<<τ0  .                              (1.5) 
 
1.2. Газовые законы 
 
   Законы идеального газа (например, закон Бойля и Мариотта, за-
кон Гей-Люссака) были в свое время открыты опытным путем. Оба 
указанных закона объединяются в универсальное уравнение Кла-
пейрона- Менделеева, которое называется также уравнением со-
стояния идеального газа 

                                              RTpV ν=  .                                      (1.6) 
Здесь p – давление, V – объем, T – абсолютная температура, ν – 
число молей газа. Величина R = 8,314 Дж/моль·К носит название 
универсальной газовой постоянной. Напомним, что молем называ-
ется количество вещества, масса которого в граммах равна атомной 
или молекулярной массе газа M . Один моль любого вещества со-
держит одно и то же число молекул, равное числу Авогадро 

2310022,6 ⋅=AN моль-1. Используя соотношение VNVNn Aν== , 
уравнение состояния можно представить в  виде  
                                                   nkTp =  ,                                    (1.7) 
где вводится величина ANRk = = 2310381,1 −⋅  Дж/K , которая носит 
название постоянной Больцмана. 
   Из уравнения состояния идеального газа непосредственно следу-
ет закон Авогадро, который был установлен им в 1811 г.: при оди-
наковых давлениях и температурах в равных объемах любого газа 
содержится одинаковое число молекул. Этот же закон может быть 
сформулирован другим образом: один моль любого газа при одина-
ковых температуре и давлении занимает один и тот же объем 
(при нормальных условиях равный 22,41 310−⋅ м3). Другой закон, 
относящийся к смесям идеальных газов, носит название закона 
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Дальтона: давление смеси газов равно сумме парциальных давлений 
ее компонентов   

                                     ∑∑
α

α
α

α == kTnpp  .                        (1.8) 

Парциальным давлением αp  какого- либо газа (или компонента α  
газовой смеси) называется давление, которое оказывал бы этот газ, 
если бы он один занимал весь объем, занимаемый  газовой смесью. 
 
 1.4. Поправки на неидеальность газа    
 
   С ростом давления и уменьшением температуры состояние газа 
начинает все больше отклоняться от идеальности. Эксперимен-
тальные исследования показали, например, что для азота при тем-
пературе T =273K и давлении p =100атм ошибка в определении 
объема газа, если пользоваться уравнением состояния (1.7), состав-
ляет до 7%. Это связано с тем, что при таком давлении молекулы 
газа в среднем удалены друг от друга на расстояние, которое толь-
ко вдвое больше их собственных размеров, а собственный объем 
молекул лишь в 20 раз меньше объема газа. При дальнейшем по-
вышении давления становится все более существенным учет влия-
ния как сил межмолекулярного взаимодействия, так и собственного 
объема молекул на характер поведения газа.  
   Пока отклонения от идеальности малы, их можно учесть с помо-
щью вириального разложения или разложения давления в ряд по 
степеням от числовой плотности молекул n  
                                 ( ) ( )( )...nTcnTbnkTp +++= 21  ,                     (1.9) 
 где −),...(),( TcTb так называемые вириальные коэффициенты, за-
висящие в общем случае от температуры. Для модели молекул– 
твердых упругих сфер диаметра d  теоретические оценки  дают 

3 
3
2 db π=  ,       2625,0 b c = . 

Как видно, отклонения от уравнения состояния идеального газа 
(1.7) образуют степенное разложение по параметру плотности 

3nd=α . 
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   Для учета более сильных отклонений предложено много полуэм-
пирических и эмпирических уравнений состояния реальных газов, 
из которых наиболее часто используется уравнение Ван-дер-
Ваальса, которое записывается в виде 

                                   ( ) RTbVa
V
Np ν=−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

2

 .                      (1.10)                   

При записи этого уравнения учитывается как наличие собственного 
объема молекул (постоянная b , равная учетверенному объему мо-
лекул), так и влияние сил притяжения между молекулами (посто-
янная a ). Из уравнения Ван-дер-Ваальса вытекает, в частности, 
существование наблюдаемой на опыте критической температуры и 
критического состояния. Критическое состояние характеризуется 
значением kT  и соответствующими ему значениями kp  и kV . При 

критической температуре kT  исчезает различие между разными 
состояниями вещества. Выше этой температуры переход от жидко-
сти к газу либо, наоборот, от газа к жидкости оказывается непре-
рывным (т.е. без фазовых превращений). 
   В последующем изложении при анализе различных явлений в 
газе влияние поправок на неидеальность газа рассматриваться не 
будет. 
 
1.5. Средняя кинетическая энергия теплового движения молекул  
 
   Уравнение состояния идеального газа в форме (1.6) или (1.7) лег-
ко обосновывается методами кинетической теории газов. Исполь-
зуя элементарный кинетический подход, можно вывести выраже-
ние для давления идеального газа в сосуде, которое получается как 
результат усреднения импульсов молекул, передаваемых стенке 
сосуда при многочисленных соударениях молекул со стенкой. Ве-
личина получаемого при этом  давления записывается как   
                                                                         

                                                 2

3
1 vnmp =  ,                             (1.11) 
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где 2v – среднее значение квадрата скорости молекул, m – масса 

молекулы. Можно показать (см. ниже), что такое же выражение 
получается и в рамках более точного расчета с использованием 
максвелловского распределения молекул по скоростям. Средняя 
кинетическая энергия молекул газа (в расчете на одну молекулу) 
определяется  очевидным   выражением 
 

                                   
n
pvmEK 2

3
2
1 2 ==  .                       (1.12) 

 
   Как известно, именно кинетическая энергия поступательного 
движения атомов, усредненная по огромному числу беспорядочно 
движущихся частиц, является мерилом того, что называется темпе-
ратурой газа. Если температура T  измеряется в градусах Кельвина 
(К), то связь между KE  и T  дается соотношением                                       

                                              kTEK 2
3

=  .                                    (1.13) 

   Соотношение (1.13) позволяет придать отчетливый физический 
смысл уже введенной выше постоянной Больцмана k =1,38·10-23 
Дж/K, которая является фaктически переводным коэффициентом, 
определяющим, какая часть джоуля содержится в градусе. Исполь-

зуя (1.12) и (1.13), находим ( ) 231 vm = kT  или nkTp = . Мы 

приходим, таким образом, к уже известной записи  уравнения со-
стояния идеального газа в форме (1.7) 
   Заметим, что из приведенных выше соотношений следует также 
выражение для среднеквадратичной скорости молекул 
 

                                  квv .= =2v
M
RT

m
kT 33

=  .                 (1.14) 

 
1.6. Равновесное распределение молекул газа  по скоростям 
 
   Рассчитываемые по формуле (1.14) значения квv  позволяют 
составить представление о порядке величины среднего значения 
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тепловых скоростей молекул для различных газов и разных значе-
ний температуры. Хотя в газе всегда имеется определенная доля 
молекул с малыми значениями абсолютной скорости и, наоборот, 
некоторое число достаточно быстрых молекул, наиболее значи-
тельная часть молекул обладает скоростями, значения которых 
группируются относительно наиболее вероятной при данной тем-
пературе величины. Значение наиболее вероятной скорости, соот-
ветствующей максимуму распределения молекул по абсолютным 
значениям их скоростей, не очень существенно отличается при 
этом от величины, даваемой формулой (1.14), и равно, как мы уви-
дим ниже, 

                                            
M
RT

m
kTvВ

22
==  . 

   Само распределение молекул по скоростям устанавливается в газе 
в результате обмена импульсом и энергией при многочисленных 
столкновениях молекул между собой и со стенками сосуда, в кото-
ром находится газ. Вид этого универсального (не меняющегося во 
времени) распределения, был впервые теоретически установлен 
Максвеллом в 1860 г. На уровне макроскопического описания газа 
максвелловскому распределению молекул по скоростям соответст-
вует состояние теплового равновесия в газе: давление и температу-
ра во всех местах внутри сосуда оказываются одинаковыми. 
   Вывод максвелловского распределения по скоростям может быть 
осуществлен несколькими различными способами. Вид его может 
быть, в частности, установлен с помощью простых соображений, 
основанных на применении так называемого принципа детального 
равновесия. 
    Отметим предварительно, что утверждение типа: ”Такое-то чис-
ло молекул в газе имеет скорость, например, 100 м/с”, не имеет 
конкретного смысла. Нельзя точно указать скорость какой-либо 
группы молекул, но можно говорить о среднем числе молекул, ско-
рости которых находятся в некотором малом интервале скоростей 

vd  между значениями v  и vv d+ . Обозначим число (долю) этих 
молекул как ( ) ( ) vvv dnFdn = , где n– число молекул в единице объ-
ема. Следует напомнить, что скорость v  является вектором, по-
этому функция ( )vF , имеющая смысл функции вероятности, ха-
рактеризует распределение молекул как по абсолютным значениям 
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(модулям) скоростей, так и по их направлениям. В декартовой сис-
теме координат с осями z,y,x  это соответствует представлению 
интервала скоростей в виде zyx dvdvdvd =v . Если нас интересует 
распределение только по модулям скорости, то, используя  в про-
странстве скоростей известное выражение для элемента объема 

ϕθθ= ddsinvd 2v  в сферической системе координат, после интег-
рирования по углам θ (от 0 доπ ) и ϕ  (от 0 до π2 ) имеем  
 
                                    ( ) ( )dvvFnv vdn 24π=  .                            (1.15) 
Далее вместо ( )vF  мы будем использовать функцию распределе-
ния ( ) ( )vv Fnf  = , нормированную на числовую плотность молекул, 
так что 

                                          ( ) nd f =∫ vv  .                                     (1.16) 

   Для вывода максвелловского распределения рассмотрим две 
группы молекул, скорости которых лежат в интервалах vd  и 1vd . 
В результате столкновений молекул первой и второй групп скоро-
сти v  и 1v  сталкивающихся молекул изменяются и переходят в v′  
и 1v′  соответственно. Среднее число таких столкновений, называе-
мых прямыми столкновениями, будет пропорционально 1 dndn  
или ( ) ( ) 11 vvvv ddff . Обратными мы будем называть столкнове-
ния, которые переводят молекулы из интервалов v′d  и 1v′d  в vd  и 

1vd . Среднее число обратных столкновений пропорционально, 
очевидно, величине ( ) ( ) 11 vvvv ′′′′ ddff . Коэффициент пропорцио-
нальности в этих выражениях, зависящий от относительной скоро-
сти сталкивающихся частиц и от величины, называемой дифферен-
циальным сечением рассеяния, будет рассмотрен нами позже при 
выводе строгих выражений для частоты столкновений частиц. Сей-
час для нас существенно лишь то, что он оказывается одинаковым 
как для прямых, так и для обратных столкновений частиц. Принцип 
детального равновесия состоит в том, что в состоянии хаотическо-
го движения, соответствующего тепловому равновесию, скорости 
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прямого и обратного процессов должны быть одинаковы. В нашем 
случае это соответствует выполнению условия 
 
                                 ( ) ( ) 11 vvvv ddff = ( ) ( ) 11 vvvv ′′′ ddff .              (1.17) 
Можно показать, что произведения элементов объема в простран-
стве скоростей для прямых и обратных столкновений равны (см. гл. 
4). Поэтому написанное выше условие переходит в соотношение  
                            

( ) ( )1vv ff = ( ) ( )1vv ′′ ff  . 
                                                 
   Логарифмирование этого соотношения дает 
 
                                 ( ) ( ) ( ) ( )11 lnlnlnln vvvv ′+′=+ ffff  .            (1.18) 

 
Полученное равенство означает, что натуральные логарифмы 
функции распределения являются так называемыми аддитивными 
инвариантами. Они могут быть выражены через линейную комби-
нацию величин, которые также оказываются аддитивными инвари-
антами столкновений, т.е. сохраняются в парных столкновениях 
частиц. Такими величинами являются масса, импульс и кинетиче-
ская энергия частиц, поэтому 

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛α+⋅+α= 2

210 2
1ln mvmmf vα = ( )2

0 2
1 uv −β−α m  .        (1.19)                   

Скорость u  просто характеризует выбор инерциальной системы 
отсчета и совпадает с макроскопической скоростью газа как цело-
го. В равновесном состоянии удобно полагать 0=u . 
 В общем случае функция распределения принимает   вид 

                                 ( )[ ]2exp uv −β−= Cf   .                          (1.20) 
Константа C  определяется из условия нормировки (1.16), которое 
можно переписать в виде 
         ( )[ ] [ ] vvuv d vCd Cn ∫∫ β−=−β−= 22 expexp = 

( ) ( ) ( ) zzyyxx dv vdv vdv vC ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

β−β−β−= 222 expexpexp =
23

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β
πC .   

(1.21) 
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Здесь используются известное значение интеграла, содержащего 
экспоненту (см. Приложение 1) 

                                       ( ) ( ) 212exp adx ax π=−∫
∞

∞−

. 

В результате 

                                            
23

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
β

= nC  .                                       (1.22) 

   Для определения β  вычислим среднюю кинетическую энергию 
молекул, полагая для простоты 0=u ,  

( ) =β−== ∫∫

∫
v

v

v

d vv
n

mC
fd

fdmv

EK
22

2

exp
2

2
1

 

                                  ( )
β

=β−π= ∫
∞ md vv

n
mC

4
3exp2

0

24 v  .             (1.23) 

Здесь использовано представление (1.15) и известные значения ин-
тегралов из Приложения 1. 
Сравнивая (1.23) и определение KE  (1.13), находим 

                                                   
kT
m

2
=β  .                                    (1.24) 

В окончательном виде максвелловская функция распределения мо-
лекул по скоростям записывается как 

                                ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
= 2

2
3

2
exp

2
v

kT
m

kT
m nvf M  .              (1.25) 

Легко показать, что если отказаться от условия 0=u , то соответ-
ствующее распределение принимает форму 

                          ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
= 22

3

2
exp

2
uv

kT
m

kT
m nvf M   ,        (1.26) 

что соответствует введению собственной скорости молекул 
uvc −=  или переходу в систему отсчета, движущуюся с макро-

скопической скоростью газа как целого.  



23 

   Используя (1.25) и (1.15), можно определить относительную до-
лю молекул, абсолютные скорости которых лежат в некотором уз-
ком интервале значений между v  и dvv + ,   

           
( ) dv v

kT
m

kT
mv

n
vdn

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
π= 2

2
3

2

2
exp

2
4               (1.27) 

Вид распределения ndvdn / , описываемого выражением (1.27), для 
двух различных температур 1T  и 12 TT >  представлен на рис. 1.3. 
 

 
                 Максимум этого распределения лежит при значении скорости,               

                   которая носит название наиболее вероятной скорости молекул. Ее  

                   величина определяется условием 

                               
( ) 0=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dv
vdn

  при   Вvv =  , 

откуда                             

                                           0
2

1
2

=−
kT

mvВ  
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1T  

12 TT >  

( )1TvB  ( )2TvB  v

dv
dn

n
1

 

 
Рис. 1.3 
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M
RT

m
kTv 22

В ==  .                                (1.28) 

С ростом температуры максимум распределения смещается вправо.      
   Определим еще среднее значение модуля скорости частиц газа 
или так называемую среднюю тепловую скорость молекул 

( )
== ∫ n

vdnvv dvv
kT
mv

kT
m

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞
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π
π ∫

∞
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0

32
3

2
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2
4  . 

 Используя значения интегралов, приведенных в Приложении 1, 
находим 

                          
M
RT

m
kTv

π
=

π
=

88   .                                (1.29) 

Заметим, что 
                    Вv  v 128,1= ,   Вкв v  v 225,1=  .                     (1.30) 

 
1.7. Частота столкновений молекул со стенкой 
 
   Получим еще одну важную для дальнейших приложений величи-
ну, а именно: определим  среднее число соударений молекул с еди-
ничной поверхностью стенки в единицу времени (или частоту 
столкновений молекул с единицей поверхности стенки). Направим 
ось X  перпендикулярно стенке. Выделим на стенке малую пло-
щадку sΔ . Предположим, что молекулы, имеющие одинаковую 
скорость v , движутся в направлении стенки и  построим на пло-
щадке sΔ , как на основании, косой цилиндр с образующей tΔv  
(рис. 1.4.). За время tΔ  через поверхность стенки sΔ  пройдет чис-
ло молекул, находящихся в цилиндре, объем которого равен 

s)tv( x ΔΔ , поскольку −Δ )tv( x высота цилиндра.   
   Назовем плотностью потока частиц число молекул, падающих 
на единицу поверхности стенки в единицу времени. Тогда плот-
ность потока частиц, скорости которых лежат между v  и vv d+ , 
определяется  выражением      

                                                 ( ) vdvfv M
x  +  ,                                (1.31) 
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где 

+
xv – составляющая скорости молекул в направлении положи-

тельных значений оси X . 
   Полная плотность потока молекул или частота их столкновений, 
приходящихся на единицу поверхности стенки, определяется как 

        ( ) ×⎟
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Учитывая определение средней тепловой скорости молекул v  
(1.29), это выражение можно представить в виде 

                                
4

8
4
1 21 vn

m
kTn =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=ν   .                             (1.32) 

   Используя (1.31), можно также строго обосновать вывод выраже-
ния (1.11) для давления газа p . Давление на стенку сосуда, в кото-
рый помещен газ, возникает в результате многочисленных ударов 
молекул о стенку. При ударе одной молекулы о стенку направление 
скорости в направлении x  меняется на обратное, поэтому импульс, 
передаваемый в этом случае стенке, равен 
                                            ( ) +++ =−− xxx mvmvmv 2  . 

v  

SΔ  x
tΔv  

Рис. 1.4 
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   Плотность потока импульса молекул по направлению к стенке со 

скоростями между v  и vv d+  определяется умножением +
xmv  на 

величину (1.31) 

( ) ( ) ( ) vv dvfvmdvfvmv M
x

M
xx

2+++ = . 
Давление на стенку есть удвоенный поток импульса молекул, нор-
мального к поверхности стенки, проинтегрированный по всем ско-
ростям частиц 
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.  

Производя интегрирование с использованием значений интегралов 
Приложения 1, получаем 

                                             
23

2 2mvnp =   ,                                (1.33) 

что совпадает с выражением (1.11).  
 
1.8. Распределение Больцмана 
 
   Если газ находится в потенциальном поле консервативных сил, 
то наряду с распределением Максвелла по скоростям в газе возни-
кает пространственная неоднородность плотности частиц. Про-
стейшим примером, когда соответствующая зависимость плотно-
сти от координаты получается при чисто гидродинамическом рас-
смотрении, является так называемая барометрическая формула 
 

                             ( )kTmgznn −= exp0   ,                          (1.34) 
где g - ускорение силы тяжести, z – координата, отсчитываемая 
вверх по направлению от поверхности Земли. Если температуру Т 
предполагать постоянной, такое же распределение с высотой имеет 
давление p . Распределение (1.34) является частным случаем об-
щего закона распределения Больцмана 
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                          ( )kTUnn −= exp0  ,                               (1.35) 
где U  – потенциальная энергия молекулы во внешнем силовом по-
ле, 0n – значение плотности газа при 0=U . Барометрической фор-
муле (1.34) соответствует при этом потенциальная энергия молекул 
в поле силы тяжести mgzU = . Если ввести плотность n  (1.35) в 
выражение (1.25), то мы приходим к функции распределения  вида 
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Полученное выражение справедливо и для неоднородного силового 
поля ( )rU . При этом для числа молекул, попадающих в пределы 
объема dxdydzd =r , расположенного в точке )z,y,x(r , и имеющих 
скорости в интервале zyx dvdvdvd =v , имеем 

           ( ) rvr ddUmv
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 Эта формула носит название распределения Максвелла-Больцмана. 
 
1.9. Равновесное распределение по скоростям и внутренним со-
стояниям  молекул 
 
   Строго говоря, полученное выше максвелловское распределение 
по скоростям соответствует лишь поступательному движению мо-
лекул. При его выводе не учитываются внутренние степени свобо-
ды молекулы, связанные с ее вращательным движением и  колеба-
ниями входящих в ее состав атомов. Характер поступательного 
движения двухатомных и многоатомных молекул не отличается от 
поступательного движения одноатомных частиц, поскольку посту-
пательное движение сводится к движению центра масс системы. 
Однако наличие у таких молекул внутренних степеней свободы 
(форм движения или мод) приводит к независимому вкладу энер-
гий, приходящихся на эти моды, в общую энергию молекулы, а, 
следовательно, и в полную среднюю энергию газа. Это в свою оче-
редь должно учитываться при определении таких параметров, как 
температура и теплоемкость газов, а также величин, связанных с 
переносом тепловой энергии в газе (теплопроводность). 



28 

   Вращательное движение молекул иногда описывается с помощью 
некоторых классических моделей молекул – твердых тел («шеро-
ховатые» и «нагруженные» сферы, сферо-цилиндры и т.д. [2]). Бо-
лее общим и эффективным оказывается использование полукласси-
ческого метода описания, когда функция распределения 

( )ii E,ff v=  предполагается зависящей от скорости поступатель-
ного движения молекулы v  и от дискретных  значений ее внутрен-
ней энергии iE . Конкретный вид спектра этих значений энергии 
для вращательных и колебательных мод определяется методами 
квантовой механики. 
   Вывод выражения для функции распределения в случае равно-
весного состояния газа, молекулы которого обладают внутренними 
степенями свободы, может быть осуществлен тем же способом, 
который применялся выше при выводе максвелловской функции 
распределения по скоростям. Использование принципа детального 
равновесия приводит в этом случае к соотношению 

                             ( ) ( )1vv ji ff = ( ) ( )1vv ′′ ff k   ,                         (1.38) 
где индексы ji,  и ,k  отвечают дискретным значениям энергии 
сталкивающихся молекул до и после столкновения соответственно.  
Из этого соотношения следует, что величина ifln  должна быть 
аддитивным инвариантом и может быть выражена  через линейную 
комбинацию трех  величин, сохраняющихся в столкновениях моле-
кул 

                  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +α+⋅+α= ii Emvmmf 2

210 2
1ln vα  .            (1.39) 

Из соотношения (1.38) следует, что коэффициенты 10 ,α α  и 2α  
оказываются одинаковыми для любых i . 
   В отличие от случая одноатомных молекул здесь существенно то, 
что в столкновениях сохраняется полная энергия молекул, равная 
сумме ее кинетической энергии 22mv  и внутренней энергии iE . 
Коэффициенты 10 ,α α  и 2α  находятся из условий, определяющих 
плотность n  и среднюю энергию единицы объема газа En . Если 

0=u , эти условия  записываются  как                   
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vd fn
i

i∑∫=  ,     vdEmvEn
i

i∑∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2

2
1        (1.40) 

и  соответствующая функция распределения принимает вид 

           ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=

kT
E

v
kT
m

QkT
m nEvf i

i
2

2
3

2
exp1

2
,           (1.41) 

или 

                           ( ) ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

kT
E

Q
vfEvf iM

i exp1,  .                        (1.41') 

Величина 

                              ∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

i

i

kT
E

Q exp                                   (1.42) 

имеет смысл статистической суммы по внутренним степеням 
свободы частиц, которая вводится, в частности, в статистической 
физике при использовании так называемого распределения Гиббса 
[3]. 
   Функция распределения ( )iE,vf  записывается, таким образом, в 
виде произведения обычной максвелловской функции распределе-
ния по скоростям и больцмановского распределения по внутрен-
ним состояниям молекулы. При одновременном учете вращатель-
ных и колебательных степеней свободы молекул, когда можно пре-
небречь их взаимодействием между собой, энергию i -го уровня 
можно представить как 

vJv,J EEE +=  , 
 где J  соответствует вращательному, а v – колебательному кван-
товому числу. При этом статистическая сумма Q  записывается в 
виде произведения 

vibrot QQQ = . 
 Статистические суммы для вращательных (rot) и колебательных 
(vib) степеней свободы определяются выражениями 

    ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= ∑ kT

E
JQ J

J

rot exp12   ,    ∑ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

v

vvib

kT
E

Q exp  .     (1.43) 

 В первом из этих выражений учитывается так называемое вырож-
дение по вращательным степеням свободы. Коэффициент 
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12 += JgJ  определяет число состояний с одной и той же энергией 
и носит название кратности вырождения или статистического 
веса. 
Определение средней энергии единицы объема газа En  (1.40) 

подразумевает, что она представляет собой сумму вкладов от по-
ступательных или транспортных (tr) и внутренних (int) степеней 
свободы молекул 

                                     intEnEnEn tr +=   ,                         (1.44) 

где 

pnkTEn tr

2
3

2
3

==  ,      
( )

( )∑
∑

−

−

=

i
i

i
ii

kTE

kTEE
nEn

/exp

/exp
int   .    (1.45) 

Введем безразмерные переменные 
 

                
kT
Ei

i =ε      ,      
( )

( )∑
∑

ε−

ε−ε

==ε

i
i

i
ii

kT

E

exp

expint

  .            (1.46) 

Тогда для средней энергии единицы объема газа  имеем 
 

                               ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε+= TnkTEn

2
3   .                               (1.47) 

 Это важное соотношение является фактическим определением 
температуры в случае газа, молекулы которого обладают внутрен-
ними степенями свободы.  
   При одновременном учете вращательных и колебательных степе-
ней свободы выражение (1.47) принимает вид 
 

                 ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε+ε+=

vib
vib

rot
rot TTnkTEn

2
3

 ,             (1.48) 

где усреднение в выражениях для ε  производится независимо по 
вращательному и колебательному спектрам молекул. 
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1.10. Теплоемкость идеальных газов 
 
   Важной характеристикой газа является его теплоемкость. Тепло-
емкостью тела, как известно, называется величина, равная количе-
ству тепла, которое нужно сообщить телу, чтобы повысить его 
температуру на один градус. При ее определении удобно исходить 
из записанного в дифференциальной форме первого закона термо-
динамики 
                                            pdVdUQd +=′ ,                            (1.49) 
 из которого следует, что подводимое к телу тепло Q  расходуется 
на изменение его внутренней энергии U  и производство работы, 
связанной с изменением объема  тела.  Штрих при дифференциале 

Qd ′  означает, что интеграл от этой величины нельзя представить в 
виде разности конечного и начального значений, в отличие от dU , 
который является полным дифференциалом. Теплоемкость одного 
моля обозначается большой  буквой C , при этом  

                                                
dT

QdC
′

=   .                                        (1.50) 

Часто используются также значения удельных теплоемкостей, оп-
ределяемых как отношение молярной теплоемкости к молекуляр-
ной массе газа ( MCc /= ). 
   Заметим, что под внутренней энергией тела U  в термодинамике 
подразумевается энергия, приходящаяся как на поступательные, 
так и на внутренние степени свободы составляющих его молекул. 
Для идеального газа внутренняя энергия одного моля определяется 
тогда как 

                         ENU A= = ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε+ TRT

2
3

 .                         (1.51) 

Введем значения молярных теплоемкостей при постоянном объеме 
и постоянном давлении VC  и pC . При этом  на основании (1.49) и 
уравнения состояния  газа (1.6) имеем 

                      
V

V T
UC ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=  ,      RCC Vp +=  .                     (1.52) 
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Для той части теплоемкости, которая определяется энергией, при-
ходящейся на поступательные или транспортные ( tr ) степени сво-
боды молекул, получаем 

                              RC tr
V 2

3
=   ,      RC tr

p 2
5

=  .                            (1.53) 

Именно такие значения имеют классические теплоемкости газа од-
ноатомных молекул. Вклад в теплоемкость VC , связанный с внут-
ренними (int) степенями свободы молекул, определяется выраже-
нием [2] 

                       ( ) [ ]22int ε−ε=ε= RTT
dT
dRCV   ,             (1.54) 

где усреднение, как и в выражении (1.46) для ε , производится по 
дискретному спектру значений внутренней энергии молекул. При 
учете вращательных и колебательных степеней свободы молекул 
имеем 

                                vib
V

rot
V

tr
VV CCCC ++=    ,                        (1.55) 

где 

                         ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ε−ε=

22

rot
rot

rot

rotrot
V RC   ,                    (1.56) 

                           ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ε−ε=

22

vib
vib

vib

vibvib
V RC   .                    (1.57) 

   При конкретных расчетах теплоемкости часто используются про-
стые модели, описывающие внутреннее стояние молекулы. Так, 
вращательное движение двухатомной молекулы можно предста-
вить моделью жесткого ротатора, уровни энергии которого  описы-
ваются выражением [3] 

                                          ( )1
2

2
+= JJ

I
EJ  ,                                  (1.58) 

где I – момент импульса молекулы. Вращательное квантовое число 
J  принимает при этом значения J =0,1,2,…Расстояния между 
уровнями энергии не постоянны и возрастают в арифметической 
прогрессии. 
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 Простейшей моделью, учитывающей колебательное движение 
атомов в двухатомной молекуле, является модель гармонического 
осциллятора,  для которой [3] 

                                 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω=

2
1vE vibv   ,                                     (1.59) 

где vibω – собственная частота колебаний. Выражение (1.59) спра-
ведливо, когда в молекуле возбуждены не слишком высокие коле-
бательные уровни, т.е. для сравнительно малых отклонений атомов 
от их  положений равновесия. В этом случае  расстояния между 
уровнями сохраняются постоянными. Применимость модели мож-
но расширить, если учесть поправки на ангармонизм колебаний. В 
простейшем случае 

           
2

2
1

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω= vBvE vibvibv  ,               (1.59') 

где B – постоянная, зависящая от рода газа. 
   Рассмотрим сначала вклад в теплоемкость, связанный с враща-
тельными степенями свободы двухатомной молекулы. Заметим, 
что в соответствии с (1.58) в состоянии с  наименьшей энергией 

0J =  вращения не возбуждены. В состоянии с 1=J  имеем 
IE 2

1 = . Если 1EkT << , то это означает, что средней тепловой 
энергии молекулы недостаточно для  возбуждения вращений, и 
вклад вращательных степеней свободы молекул в теплоемкость 
фактически отсутствует. В противоположном случае, когда  

1EkT >> , возбуждается много вращательных уровней. Это означа-

ет, что при вычислении средних значений в выражении для  rot
VC  

(1.56) основную роль в суммах играют члены с 1>>J . Большим 
значениям J  соответствует переход к квазиклассическому при-
ближению, когда суммирование можно заменить интегрированием. 
Тогда, используя (1.43) и (1.58), находим 

                              ( ) 1

0

2
0exp2 −

∞

β=β−≈ ∫ orot dJJJQ   ,                  (1.60) 

где  IkT22
0 =β .   
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Вычисление ( )
rot

rot 2
ε   и  

rot
rotε  дает 

               ( )
rot

rot 2
ε = ( ) ( ) ( ) 2exp2

0

2
0

22
0

1 =β−β∫
∞

− dJJJJQrot   , 

          
rot

rotε = ( ) ( ) ( ) 1exp2
0

2
0

2
0

1 =β−β∫
∞

− dJJJJQrot  .       (1.61) 

Подставляя эти значения в формулу (1.56), имеем: RC rot
V = , что 

соответствует классическому значению вращательной теплоемко-
сти двухатомной молекулы. Напомним, что в классической теории 
теплоемкости используется теорема о равнораспределении энергии 
по степеням свободы, согласно которой на каждую степень свобо-
ды молекулы приходится энергия, равная ( )2kT . Поступательное 
движение центра масс молекулы описывается тремя степенями 
свободы, поэтому соответствующая этому виду движения молярная 
теплоемкость, как и в случае одноатомного газа, равна ( )RC tr

V 23= . 
Для двухатомной молекулы (модель гантели) должно учитываться 
вращение вокруг взаимно перпендикулярных осей, исключая вра-
щение вокруг собственной оси, соединяющей две материальные 
точки (атомы), поэтому RC rot

V =  и ( )RCCC rot
V

tr
VV 25=+= .  

   В пределе низких температур ( )IkT 2<< , сохраняя в суммах 
лишь первые члены разложения при 1,0=J , получаем 

                       ( ) ( )IkTkTIRC rot
V

222 exp 3 −=  .                   (1.62) 

Если параметр 2/ kTI  стремится к нулю, вклад вращательной 
составляющей в теплоемкость газа становится исчезающе малым. 
 В общем случае произвольных температур средние значения 

( )
rot

rot 2
ε  и 

rot
rotε  можно рассчитать численно. Зависимость 

RC rot
V /  от параметра ( )21

0 2IkT=β−  приведена на рис.1.5. [3]. 
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   Значения  kI22  относительно велики лишь для легких газов  
(85,4 К для H2  и 43,0 К для D2). Для N2   и O2 , например, они равны 
соответственно 2,9 К и 2,1 К, поэтому при обычных (не очень низ-
ких) температурах значения вращательной теплоемкости для них 
имеют заведомо классические значения. 
   Рассмотрим теперь вклад колебаний молекул в теплоемкость 
двухатомного газа. Этот вклад становится заметным при темпера-
турах, более высоких, чем те, которые характерны для вращатель-
ной составляющей теплоемкости. Это связано со значительно 
большим значением кванта колебательной энергии (для комнатных 
температур, как правило, kTvib >>ω ). В том интервале темпера-
тур, где можно пользоваться моделью гармонического осциллятора 
(1.59), вычисление vib

VC  оказывается  достаточно  простым. 
   Благодаря быстрой сходимости рядов суммирование по v  при 
определении средних значений можно формально распространить 
до ∞→v . Если отсчитывать энергию от наиболее низкого )0( =v  
колебательного  уровня, имеем [3] 

( )kT
v

kT
Q

vib

vib

v

vib

ω−−
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
−= ∑

∞

= exp1
1exp

0
 , 

R
C rot
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Рис. 1.5 
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( ) ( )
( ) 2

2
2

)1(exp
1exp
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+ω
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
=ε

kT
kT

kT vib

vibvib

vib

vib   ,                  

                     ( ) 1exp −ω
ω

=ε
kT
kT

vib

vib
vib

vib   .                              (1.63) 

Выражение для колебательной составляющей теплоемкости при-
нимает в этом случае вид  

              
( )

( ) 2

2

)1(exp
exp

−ω

ω
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
=

kT
kT

kT
RC

vib

vibvibvib
V  .                    (1.64) 

При низких температурах( vibkT ω<< ) 

                    ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
=

kTkT
RC vibvibvib

V exp
2

  .                (1.65) 

 Из формулы (1.65) следует, что при выполнении условия  

vibkT ω<< , величина vib
VC  становится очень малой. Фактически 

это означает, что средняя тепловая энергия молекулы оказывается 
недостаточной, чтобы возбудить осциллятор, т.е. перевести его с 
нулевого ( )0=v  на ближайший ( )1=v  энергетический уровень. 
Возбуждение будет происходить только при столкновениях с мо-
лекулами, энергия которых значительно больше, чем средняя теп-
ловая. Однако таких молекул относительно мало. В результате 
практически все осцилляторы останутся на низшем колебательном 
уровне. Таким образом, вкладом колебательной составляющей в 
полную теплоемкость газа при этих условиях можно практически 
пренебрегать. 
   При высоких температурах ( )vibkT ω>>  значение колебатель-

ной теплоемкости стремится к классическому  пределу RC vib
V = . 

Это значение находится в соответствии с теоремой о равнораспре-
делении энергии по степеням свободы, поскольку при гармониче-
ских колебаниях должна учитываться энергия, соответствующая 
как кинетической, так и потенциальной энергии колебаний атомов 
в молекуле. Средние значения этих энергий оказываются одинако-
выми и равными ( )2kT . Учет двух колебательных степеней свобо-
ды и дает классическое значение молярной колебательной тепло-
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емкости при постоянном объеме vib
VC = RkN A =  для двухатомных 

газов. Зависимость RC vib
V /  от параметра vibkT ω  приведена на 

рис. 1.6. 

 
   Наконец, рассмотрим кратко вопрос о теплоемкости многоатом-
ных  газов. Молекула с тремя и более атомами обладает тремя вра-
щательными степенями свободы и характеризуется в общем случае 
тремя главными моментами инерции 21 , II  и 3I . Большое значе-
ние моментов инерции (и соответственно малое значение квантов 
вращательной энергии) позволяет при обычных температурах рас-
сматривать вращение молекул как классическое. Применение тео-
ремы о равнораспределении энергии по степеням свободы приво-
дит в этом случае к результату: ( )RC rot

V 23= . Для линейных моле-
кул (независимо от числа атомов), обладающих, как и двухатомная 
молекула, лишь двумя вращательными степенями свободы и одним 
моментом инерции I , результат расчета будет таким же, как у 
двухатомного газа, т.е. классическое значение вращательной теп-
лоемкости RC rot

V = . 
   При определении колебательной составляющей теплоемкости 
многоатомного газа, учитывается, что для колебаний, описываемых 
моделью гармонического осциллятора, колебательную энергию 

R
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молекулы можно представить в виде суммы энергий так называе-
мых нормальных колебаний, каждое из которых характеризуется 
собственной частотой kω . В результате значение vib

VC  получается 
суммированием по всем колебательным модам. 

                ( )
( ) 2

2

)1(exp
exp

−ω

ω
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
= ∑ kT

kT
kT

RC
k

kk

k

vib
V  .                  (1.66) 

   В классическом пределе ( )kkT ω>>  каждое из нормальных ко-

лебаний дает вклад в теплоемкость, равный RC vib
k = , поэтому 

rRC vib
V = , где r – число колебательных степеней свободы. Для не-

линейной молекулы, состоящей из n  атомов, 63 −= nr , для линей-
ной n - атомной молекулы 53 −= nr . 
 
1.11. Газовая смесь 
 
   Все обсуждавшиеся выше равновесные свойства простого (одно-
компонентного) газа легко обобщаются на случай газовой смеси из 
N  компонентов. При этом можно ввести функцию распределения 
молекул каждого из компонентов ( )vαf , нормированную на число-
вую плотность компонента α   

                                     ( ) αα =∫ ndf vv  .                                     (1.67) 

Числовая плотность смеси n  определяется при этом простым сум-
мированием 

                                         ∑
α

α= nn   .                                           (1.68) 

В некоторых случая полезно использовать также определение мас-
совой плотности компонента α  

                                         ααα =ρ mn   ,                                   (1.69) 
где αm – масса молекулы сорта α . Массовая плотность смеси в 
целом определяется выражением 

                                       ∑
α

αρ=ρ  .                                            (1.70) 
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   Для газовой смеси, находящейся в состоянии термодинамическо-
го равновесия, функция распределения αf  по скоростям оказыва-
ется максвелловской функцией распределения  вида 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

= α
αα

ααα
22

3

2
exp

2
c

kT
m

kT
m

ncf M   ,      uvc −= αα  .   (1.71) 

Вид этой функции можно установить тем же способом, что и в слу-
чае простого газа, используя принцип детального равновесия, ко-
торый записывается для переходов из одних скоростных интерва-
лов в другие для парных столкновений как одинаковых, так и раз-
личающихся частиц.  
   Средняя кинетическая энергия компонента α , определяемая в 
системе отсчета, движущейся со скоростью u , записывается как 

                     
( )

kT
df

dfcm
E

M

M
tr

2
322

==
∫

∫
α

αα
α

c

c
  .                           (1.72) 

   Средние кинетические энергии хаотического движения частиц у  
всех компонентов смеси в равновесии оказываются одинаковыми, 
что является частным случаем классической теоремы статистиче-
ской механики о равнораспределении энергии по степеням свободы 
частиц. Этим, в частности, объясняется тот факт, что в выражении 
для равновесной функции распределения (1.71) для любого компо-
нента смеси фигурирует одна и та же температура T . 
 В состоянии равновесия одно и тоже значение для всех компонен-
тов смеси имеет и макроскопическая скорость компонентов αu . 
Если определить последнюю с помощью выражения 

                               vvu dfn ααα ∫=   ,                               (1.73) 

то, подставляя в (1.73) функцию распределения (1.71), получаем  
uu =α , где u – макроскопическая скорость движения газовой сме-

си как целого. 
Давление αp , которое создает в газе каждый компонент смеси, 
определяется выражением  

                               ( ) ( ) vdvfvmp M
x α
+

αα ∫=
2

2 .                         (1.74) 
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Используя для ( )vfα  выражение (1.71) и производя вычисления, 
аналогичные выполненным в параграфе 1.7, получаем 

                                kTnEnp tr
αααα ==

3
2 .                   (1.75) 

Полное давление в  газе определяется уравнением состояния 
                                 kTnnkTp ∑

α
α== ,                                  (1.76) 

где использовано определение числовой плотности смеси (1.68). 
   В результате 

                                      ∑
α

α= pp    ,                                  (1.77) 

 что соответствует  закону Дальтона (1.8). 
   Для газовой смеси, молекулы которой обладают внутренними 
степенями свободы, равновесная функция распределения компо-
нента α  по скоростям и внутренним энергиям молекул принимает 
вид 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

= αα

α

α
ααα kT

E
c

kT
m

QkT
m

nEf i
i

 22
3

 2
exp1

2
,c  ,       (1.78) 

где  
                                 ( )∑ αα −=

i
i kTEQ  exp  . 

Средняя энергия единицы объема смеси En  определяется сумми-
рованием соответствующих энергии поступательного и внутренне-
го движения молекул по всем компонентам смеси 

         ( ) ∑∑
α

αααα
α

α ε+=+= nkTnkTEEnEn tr

2
3int ,    (1.79) 

где 

                        
( )

( )∑
∑

α

αα
α

α ε−

ε−ε
==ε

i
i 

i
i i 

kT

E

exp

expint

  .                   (1.80) 

В силу аддитивности вкладов от каждого из компонентов в полную 
среднюю энергию смеси полная молярная теплоемкость смеси при 
постоянном объеме определяется выражением 



41 

                   ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ε−ε+=+= ∑

α
αα

22int

2
3RCCC V

tr
VV  .               (1.81) 

   Разбиение теплоемкости каждого из компонентов смеси, соответ-
ствующей внутренним степеням свободы, на вращательную и коле-
бательную составляющие и их конкретный расчет производятся тем 
же способом, как и в обсуждавшемся выше случае простого газа. 
 
1.12. Локально-равновесные распределения 
 
   Рассматривавшиеся до сих пор максвелл-больцмановские распре-
деления по скоростям и внутренним энергиям молекул относились 
к так называемым абсолютным распределениям, которые устанав-
ливаются в газе по истечении достаточно большого промежутка 
времени. В этом случае параметры равновесных распределений: 
плотность n , макроскопическая скорость u  и температура T  ока-
зываются постоянными, т.е. не зависящими от времени и коорди-
наты. Наряду с этим в определенных условиях в газе могут сущест-
вовать так называемые локально-равновесные распределения. Воз-
можность их реализации связана с существованием по крайней ме-
ре двух характерных временных масштабов. Один из них – это 
время установления равновесия в системе, зависящее от ее объема, 
другой – значительно меньшее время релаксации, характеризую-
щее установление равновесия в макроскопически малом объеме. 
Идеальный (разреженный) газ оказывается типичным примером 
такой ситуации, поскольку для характерных времен в нем выпол-
няются условия (1.5). Процесс установления равновесия в про-
странстве скоростей для такого газа существенно отличается от 
установления равновесия в координатном пространстве. Так, на-
пример, для простого одноатомного газа распределение по скоро-
стям в любом элементе координатного пространства достаточно 
быстро (за время порядка среднего времени между столкновениями 
τ ) стремится к локальному распределению Максвелла вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ⎥
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tkT

mtntf M ruv
rr

rrv  ,(1.82) 

параметры которого зависят от времени и координат. Аналогичная 
зависимость возникает в локально-равновесных распределениях 
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для газов, молекулы которых обладают внутренними степенями 
свободы. В этом случае функция распределения определяется фор-
мулой (1.41) (для газовой смеси – формулой (1.78)), но с парамет-
рами распределений, зависящими от r  и t . 
   Определяющим фактором в установлении локально-равновесных 
распределений является наличие малого параметра – отношения 
среднего времени между столкновениями τ  к характерному вре-
мени задачи Lτ . В случае пространственно-неоднородных состоя-
ний в роли малого параметра выступает также отношение средней 
длины свободного пробега молекул λ  к характерному размеру за-
дачи L  или число Кнудсена ( ( )LKn λ= ). При теоретическом ана-
лизе этой ситуации такие распределения возникают как результат 
применения теории возмущений к решению кинетического уравне-
ния Больцмана с использованием малого параметра ε , который, по 
существу, совпадает с числом  Кнудсена. Локальное распределение 
(1.82) соответствует нулевому приближению по параметру ε , а его 
параметры ( )tn ,r , ( )t,ru  и ( )tT ,r  в этом приближении, как можно 
показать, удовлетворяют системе уравнений Эйлера (или уравне-
ниям гидродинамики идеальной жидкости [4]) 

                                         0=⋅∇+
∂
∂ un

t
n 

,                                   (1.83)       

                                  ( ) 0=ρ+⋅∇+
∂
ρ∂ vvu p
t

 
,                            (1.84) 

                                0)(
 

=⋅∇+⋅∇+
∂

∂
uu Enp

t
En

.                (1.85) 

Здесь mn=ρ – массовая плотность газа, En – средняя энергия 
единицы объема газа. 
   Уравнения (1.83) – (1.85) называются соответственно уравнения-
ми непрерывности, движения и энергии. Они представляют собой 
частную форму записи уравнений баланса массы, импульса и энер-
гии среды или так называемых уравнений сохранения, в которых 
полностью пренебрегается процессами диссипации энергии в дви-
жущемся газе (жидкости) вследствие внутреннего трения (вязко-
сти) и обмена теплом между его различными участками (теплопро-
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водности). Мы еще вернемся к обсуждению общего вида уравне-
ний сохранения в главе 3.  
   Для рассматриваемого нами идеального газа уравнения (1.83)–
(1.85) должны быть дополнены уравнением состояния nkTp = . 
Для одноатомного газа, кроме того, ( )kTE 23= . С учетом урав-
нения непрерывности уравнения Эйлера можно представить тогда 
в виде 

                               0=⋅∇+ un
dt
dn

 ,      0=∇+ρ p
dt
du

 ,                                         

                                            0
2
3

=⋅∇+ up
dt
dTnk  ,                      (1.86)    

где ( )∇⋅+∂∂= utdtd  –оператор субстанциональной производной 
по времени. 
   Напомним, что в гидродинамике понятие идеальной жидкости 
носит несколько иной смысл, чем введенное ранее понятие идеаль-
ного газа. Речь в этом случае идет о том, что уравнения Эйлера за-
писываются в приближении, когда можно пренебречь всеми дисси-
пативными процессами в газе [4]. 
 Используя еще раз уравнение непрерывности, можно представить 
третье уравнение (1.86) как 

                                            ( ) 023 =−nT
dt
d

,                              (1.87) 

из которого следует уравнение адиабаты одноатомного идеального 
газа  
                                               =− 23nT const .                                (1.87') 
 
Нетрудно показать, что в общем случае двухатомного или много-
атомного газов из уравнения энергии (1.85) с учетом выражения 
для En  (1.47) и уравнения состояния (1.7) следует известное 
уравнение адиабаты вида 

                                       =γ−pn const,                                  (1.88) 
 
где Vp CC=γ –показатель адиабаты. 
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1.13. Установление равновесия в газе с внутренними степенями 
свободы  молекул 
 
   В случае газа, молекулы которого обладают внутренними степе-
нями свободы, процесс установления локально-равновесных рас-
пределений в газе имеет свои особенности. Для большинства двух-
атомных (исключая H2 и D2), а также многоатомных газов при уме-
ренных температурах характерное время обмена энергией между 
вращательными и поступательными степенями свободы молекул 

RTτ  ненамного превышает характерное время установления рав-
новесия по поступательным степеням свободы TTτ , которое, в 
свою очередь, имеет порядок величины среднего времени свобод-
ного пробега молекул τ . 
   Из-за относительно малого значения кванта вращательной энер-
гии (на нижних вращательных уровнях) для возбуждения вращения 
молекул достаточно в среднем лишь несколько столкновений. С 
ростом температуры газа начинают возбуждаться колебательные 
степени свободы молекул, однако, для их возбуждения необходи-
мо, как правило, несколько тысяч или даже десятков тысяч столк-
новений. В связи с этим характерное время обмена энергией между 
колебательными и поступательными степенями свободы VTτ  на 
несколько порядков больше, чем соответствующее время поступа-
тельной релаксации. Таким образом, для характерных времен наря-
ду с обычными неравенствами (1.5) имеют место неравенства 
                                          VTRTTT τ<<τ≤τ≈τ .                        (1.89) 
Достаточно «легкий» обмен энергией между вращательными и по-
ступательными степенями свободы молекул приводит к тому, что 
локально-равновесное распределение в той области температур, где 
колебательные степени свободы еще не возбуждены, принимает 
вид 
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Это соответствует представлению о том, что в случае легкого об-
мена энергией аддитивным инвариантом столкновений наряду с  m  
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и vm  является полная энергия молекулы ( ) JEmv +22 . В свою 
очередь это приводит к появлению одной (поступательно-
вращательной) температуры T  в распределении (1.90). 
   Если в газе возбуждены колебательные степени свободы, то из-за 
«затрудненного» обмена энергией между поступательными и коле-
бательными степенями свободы можно считать дополнительными 
к m  и vm  аддитивными инвариантами столкновений отдельно по-
ступательно-вращательную и колебательную энергию молекул. В 
этом случае вместо условия (1.31) для логарифма функции  распре-
деления  имеем  

          vJvJ EEmvmmf 3

2

210, 2
ln α+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+α+⋅+α= vα  .           

(1.91) 
Выражение для функции распределения принимает тогда вид [2] 
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Мы получаем в результате двухтемпературное распределение Мак-
свелла-Больцмана. Поступательная температура trT  (равная вра-
щательной) и колебательная температура vibT  определяются при 
этом  условиями 

=+ rottr EE ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε+

rot
trrottr TkT

2
3    ,       

   ( )
vib

vibvibvibvib TkTE ε=   .                             (1.93) 

Наличие двух различающихся температур в распределении (1.92) 
приводит к тому, что уравнение энергии (1.85) в уравнениях Эйле-
ра должно быть заменено двумя уравнениями релаксации энергии 
поступательных и внутренних степеней свободы или соответст-
вующих им температур. В частности, для рассматриваемого нами 
двухтемпературного распределения (1.92) уравнение релаксации 
колебательной энергии  может быть представлено в виде [2] 
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 где VT τ –характерное время обмена энергией между поступатель-
ными и колебательными степенями свободы молекул. По истече-
нии времени relτ , заметно большего, чем VT τ , температуры trT  и 

vibT  выравниваются. Однако в течение времени relRTVT τ≈τ>>τ  в 
газе может сохраняться состояние неполного (заторможенного) 
равновесия с vibtr TT ≠ . Как мы увидим впоследствии, нечто по-
добное наблюдается и в случае неизотермической плазмы с темпе-
ратурой электронов, отличающейся от температуры тяжелых час-
тиц (атомов и ионов). 
 
1.14. Распространение звука в газе 
 
   Представленные в предыдущем разделе уравнения непрерывно-
сти и движения (1.83) вместе с уравнением адиабаты (1.88) могут 
быть использованы для анализа распространения слабых возмуще-
ний плотности и давления в среде, в частности для определения 
скорости звуковой волны в газе. Рассмотрим случай, когда эти сла-
бые возмущения носят характер гармонических колебаний малой 
амплитуды. Представим параметры возмущенного газа в виде 
 
                            ( )[ ]tkxinnn  exp0 ω−′+=   ,                
                            ( )[ ]tkxippp  exp0 ω−′+=  , 

                             ( )[ ]tkxiuu  exp ω−′=   ,                                  (1.95) 
где 0n  и 0p –плотность и давление невозмущенной среды. При 
этом газ в целом предполагается покоящимся ( 00 =u ), малые ве-
личины pn ′′,  и u′  отвечают отклонению от равновесия.  
 В выражениях (1.95) ω – частота колебаний, а λπ= 2k – волновое 
число, где λ – длина волны, распространяющейся в газе. Фазовая 
скорость звуковой волны определяется очевидным соотношением 
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k

v ω
=a   .                                       (1.96) 

При условии малости величины u  первые два уравнения (1.86) для 
одномерного случая можно представить в виде 
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Подстановка (1.95) в (1.97) приводит к соотношениям 
 
                                 uknn ′=′ω 0   ,       pku ′=′ωρ  0  ,                 (1.98) 

 
где слева и справа опущены возникающие при дифференцировании 
множители ( )[ ]tkxi  exp ω− . 
   Для малых возмущений плотности и давления может быть также 
линеаризовано уравнение адиабаты (1.88), что приводит к соотно-
шению 
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 Заменяя n′  в первом уравнении (1.98) с помощью (1.99), получаем 
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 Выражая  u′  с помощью второго уравнения (1.98), находим                               
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Тогда в соответствии с (1.96) для скорости распространения звуко-
вой волны в газе приходим к известному выражению 

                                    
M
RTpv γ=

ρ
γ=a  .                           (1.100) 

  Как видно, скорость распространения звука в газе имеет тот же 
порядок величины, что и средняя тепловая скорость молекул v . 
Это представляется вполне естественным, поскольку передача воз-
мущений в звуковой волне как раз и осуществляется молекулами, 
движущимися с тепловыми скоростями. 
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ГЛАВА 2.  ПЛАЗМА 
 

   Плазма – частично или полностью ионизованный газ, образован-
ный из нейтральных атомов (или молекул) и заряженных частиц 
(ионов и электронов). Газ переходит в состояние плазмы, если не-
которые из составляющих его атомов (молекул) по какой-либо 
причине лишились одного или нескольких электронов, т.е. превра-
тились в положительные ионы. В некоторых случаях в плазме в 
результате “прилипания” электронов к нейтральным атомам могут 
возникать и отрицательные ионы. Если в газе фактически не оста-
ется нейтральных частиц, плазма становится полностью ионизо-
ванной. 
   Важнейшей особенностью плазмы является ее квазинейтраль-
ность: это означает, что объемные плотности положительных и 
отрицательных заряженных частиц, из которых она образована, 
оказываются почти одинаковыми. Ключевым здесь является слово 
”почти”, подробней о смысле понятия квазинейтральности плазмы 
будет сказано ниже. 
   Между газом и плазмой нет резкого перехода. Любое вещество, 
находящееся первоначально в твердом состоянии, по мере возрас-
тания температуры начинает плавиться, переходя в жидкое состоя-
ние, а при дальнейшем нагревании испаряется, т.е. превращается в 
газ. Если это молекулярный газ (например, водород или азот), то с 
повышением его температуры происходит распад молекул газа на 
отдельные атомы (диссоциация). При еще более высокой темпера-
туре газ ионизуется, в нем появляются положительные ионы и сво-
бодные электроны. Известно, что фазовые переходы между твер-
дым телом и жидкостью, между жидкостью и газом происходят 
обычно скачком, в отличие от них переход к ионизованному со-
стоянию оказывается непрерывным.  
   Так называемая идеальная плазма (см. ниже) фактически подчи-
няется газовым законам и во многих отношениях ведет себя как 
идеальный газ. Вместе с тем, поведение плазмы в ряде случаев, 
особенно при воздействии на нее электрических и магнитных по-
лей, оказывается столь необычным, что о ней часто говорят как о 
новом четвертом состоянии вещества. В 1879 г. английский фи-
зик В. Крукс, изучавший электрический разряд в трубках с разре-
женным воздухом, писал: “Явления в откачанных трубках откры-
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вают для физической науки новый мир, в котором материя  может 
существовать в четвертом состоянии”. Сам термин “плазма” при-
менительно к квазинейтральному ионизованному газу был введен 
американскими физиками Лэнгмюром и Тонксом в 1923 г. при опи-
сании явлений в газовом разряде. 
   Проявление новых свойств плазмы по сравнению с описанными 
выше свойствами нейтрального газа определяется несколькими 
важными обстоятельствами. Одно из них связано со специфиче-
ским характером кулоновского взаимодействия заряженных частиц 
плазмы, которое является дальнодействующим, т.е. убывающим с 
расстоянием значительно медленнее, чем короткодействующие си-
лы взаимодействия нейтральных частиц. Каждая заряженная час-
тица создает вокруг себя протяженное электрическое поле, в сферу 
действия которого попадают многие другие заряженные частицы. 
Благодаря этому, помимо обычных парных взаимодействий частиц 
важную, часто решающую, роль в плазме приобретают коллектив-
ные эффекты, связанные с одновременным взаимодействием мно-
гих частиц. Проявлением этих коллективных процессов являются 
многочисленные неустойчивости, самопроизвольно развивающиеся 
шумы и колебания, а также специфические нелинейные эффекты, 
возникающие в плазме. 
   Другие отличия свойств плазмы от свойств газа проявляются при 
воздействии на заряженные частицы плазмы электрических и маг-
нитных полей. Электрическое поле по-разному действует на элек-
тронный и ионный компоненты плазмы. Приобретая ускорение в 
период между столкновениями, электроны при упругих столкнове-
ниях с ионами и нейтральными атомами передают лишь незначи-
тельную часть своей энергии (за счет малого отношения массы 
электрона к массе тяжелых частиц). В результате электронный 
компонент плазмы может приобрести в среднем более высокую 
энергию, чем остальные компоненты (ионы и атомы). В плазме мо-
гут возникать квазиравновесные состояния, в которых каждому 
компоненту плазмы соответствует как бы своя температура, кото-
рая является мерой средней энергии хаотического движения частиц 
разного сорта. Под действием электрического поля в плазме могут 
возникать области объемных зарядов и токи, которые вызывают 
ряд своеобразных эффектов, также невозможных в обычном ней-
тральном газе. 
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   Как известно, в магнитном поле на заряженные частицы действу-
ет сила Лоренца, перпендикулярная как магнитному полю, так и 
скорости частицы. Такое воздействие приводит к закручиванию 
траекторий заряженных частиц вокруг силовых линий магнитного 
поля. В зависимости от конкретных параметров плазмы с этим свя-
зан целый ряд новых эффектов, например таких, как дрейф заря-
женных частиц в направлении, перпендикулярном электрическому 
и магнитному полям, дрейф в неоднородном магнитном поле, ани-
зотропия коэффициентов переноса в плазме и ряд других явлений. 
 
2.1. Методы получения плазмы    
 
   Способ создания плазмы в лабораторных условиях путем обыч-
ного нагрева вещества не является самым распространенным. Для 
того чтобы получить термическим путем полную ионизацию плаз-
мы, большинство газов необходимо нагреть до температур в десят-
ки и даже сотни тысяч градусов. Только в парах щелочных метал-
лов (таких, например, как калий или цезий) электрическую прово-
димость газа можно заметить уже при 2000–3000°К. Это связано с 
тем обстоятельством, что в атомах одновалентных щелочных ме-
таллов электрон внешней оболочки гораздо слабее связан с ядром, 
чем  в атомах других элементов периодической системы элементов 
(т.е. обладает более низкой энергией ионизации). В таких газах при 
указанных выше температурах число ионизующих частиц, энергия 
которых оказывается выше порога ионизации, оказывается доста-
точным для создания слабоионизованной  плазмы. 
   Наиболее общепринятым методом получения плазмы в лабора-
торных условиях и технике является использование электрическо-
го газового разряда. Газовый разряд возникает в газовом проме-
жутке, к которому приложена разность потенциалов. Внутри про-
межутка образуются заряженные частицы, которые движутся в 
электрическом поле, т.е. создают ток. Сам процесс ионизации в 
плазме газового разряда неразрывно связан с прохождением тока и 
носит характер ионизационной лавины. Это означает, что появив-
шиеся в газовом промежутке электроны за время свободного про-
бега ускоряются электрическим полем и перед столкновением с 
очередным атомом набирают энергию, достаточную для того, что-
бы ионизовать его (т.е. выбить еще один электрон). Таким спосо-
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бом происходит размножение электронов в разряде и установление 
стационарного  тока. 
   Для поддержания тока в плазме необходимо, чтобы отрицатель-
ный электрод (катод) испускал в плазму электроны. Эмиссию элек-
тронов с катода можно обеспечивать различными способами, на-
пример нагреванием катода до достаточно высоких температур 
(термоэмиссия), либо облучением катода каким-либо коротковол-
новым излучением (рентгеновские лучи, γ -излучение), способным 
выбивать электроны из металла (фотоэффект). Такой разряд, соз-
даваемый внешними источниками, называется несамостоятель-
ным.  
   При достаточно большой разности потенциалов между электро-
дами электронная эмиссия с катода может быть обеспечена и без 
вспомогательных средств. Такой вид разряда называется само-
стоятельным. К самостоятельным разрядам относятся искровой, 
дуговой и тлеющий разряды, которые принципиально отличаются 
друг от друга по способам образования электронов у катода или в 
межэлектродном промежутке. Искровой разряд обычно оказывает-
ся прерывистым даже при постоянном напряжении на электродах. 
При его развитии возникают тонкие искровые каналы (стримеры), 
пронизывающие разрядный промежуток между электродами и за-
полненные плазмой. Пример одного из наиболее мощных искровых 
разрядов являет собой молния.  
   В обычном дуговом разряде, который реализуется в довольно 
плотном газе и при достаточно высоком напряжении на электро-
дах, термоэмиссия с катода возникает чаще всего от того, что катод 
разогревается падающими на него ускоренными газовыми ионами. 
Дуговой разряд, возникающий в воздухе между двумя накаленны-
ми угольными стержнями, к которым было подведено соответст-
вующее электрическое напряжение, впервые наблюдал в начале 
XIX в. русский ученый В.В. Петров. Ярко светящийся канал разря-
да принимает форму дуги благодаря действию на сильно нагретый 
газ архимедовых сил. Дуговой разряд возможен и между тугоплав-
кими металлическими электродами. С этим связаны многочислен-
ные практические применения плазмы дугового разряда в мощных 
источниках света, в электродуговых печах для плавки высококаче-
ственных сталей, при электросварке металлов, а также в генерато-
рах непрерывной плазменной струи, так называемых плазмотро-
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нах. Температура плазменной струи при обычном атмосферном 
давлении может достигать при этом 7000–20000 К. При общей 
плотности газа n~(1017–1018) см 3  плотность заряженных частиц 

ie nn =  в плазме дугового разряда в зависимости от вводимой в 
разряд мощности составляет обычно ~1014 –1016 см -3 .   
   Различные формы холодного или тлеющего разряда осуществля-
ются в разрядной трубке при низких давлениях и при не очень вы-
соких напряжениях. В этом случае катод испускает электроны по 
механизму так называемой автоэлектронной эмиссии, когда элек-
трическое поле у поверхности катода просто вытягивает электроны 
из металла. Газоразрядная плазма, простирающаяся от катодного 
до анодного участков, на некотором расстоянии от катода образует 
положительный столб, отличающийся от остальных участков раз-
ряда относительным постоянством по длине характеризующих его 
параметров (например, напряженности электрического поля). Све-
тящиеся рекламные трубки, лампы дневного света, покрытые из-
нутри люминофорами сложного состава, представляют собой мно-
гочисленные применения плазмы тлеющего разряда. Тлеющий раз-
ряд в плазме молекулярных газов (например, СО и СО2) широко 
используется для создания активной среды газовых лазеров на  ко-
лебательно-вращательных переходах в молекулах. В тлеющих га-

зовых разрядах низкого давления ( p ~ 22 1010 −− торр) в области, 
занятой положительным столбом, температура электронов eT ~ (2–

3) 410⋅ К обычно существенно выше, чем температура тяжелых час-
тиц (T ~ K10)83( 2⋅− ). Плотность электронов при этих условиях 

составляет en ~ 1210 1010 − см-3 при общей плотности газа в разряде 

n~ 1814 1010 −  см-3, т.е. такая плазма  оказывается слабоионизован-
ной.  
   В установках управляемого термоядерного синтеза (УТС) ис-
пользуется высокотемпературная полностью ионизованная плазма 
изотопов водорода: дейтерия и трития ( TD −  плазма). На первом 
этапе исследований по УТС нагрев плазмы до высоких температур 
порядка миллионов градусов осуществлялся самим электрическим 
током в так называемых самосжимаемых проводящих плазменных 
шнурах (омический нагрев). В тороидальных установках магнитно-
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го удержания плазмы типа токамак удается нагреть плазму до 
температур порядка сотен миллионов градусов с помощью впры-
скивания (инжекции) в плазму высокоэнергетических пучков ней-
тральных атомов. Другой способ состоит в использовании мощного 
микроволнового излучения, частота которого равна ионной цикло-
тронной частоте (т.е. частоте вращения  ионов в магнитном поле) –
это нагрев плазмы методом так называемого циклотронного резо-
нанса. При температурах TD −  плазмы 87 1010 −=T K плотность 
заряженных частиц в установках магнитного удержания плазмы 
составляет обычно en ~ 1413 1010 −  см -3. 
 

2.2. Параметры космической плазмы 
 
   Если в земных условиях плазму приходится, как правило, созда-
вать искусственным путем в многочисленных технических устрой-
ствах, то в космосе она является естественным состоянием боль-
шинства небесных тел и межзвездной среды. Вещество Вселенной 
на 90% состоит из заряженных частиц . 
   Области верхней атмосферы Земли ионизуются ультрафиолето-
вым излучением Солнца и образуют на высотах свыше 100 км так 
называемую ионосферу. Так, в F-cлое ионосферы на высоте от 200 
до 300 км при температуре ( ) K1021 3⋅−  плотность заряженных 

частиц составляет ( ) 51082 ⋅− см-3, меняясь в зависимости от време-
ни суток. 
   В околоземном пространстве плазма существует также в виде 
солнечного ветра, заполняет магнитосферу Земли, простирающую-
ся на расстояниях 52 −  тыс. км от поверхности нашей планеты, 
образует радиационные пояса Земли. Плотность заряженных час-
тиц в солнечном ветре составляет всего лишь 5–10 частиц на куби-
ческий сантиметр при температуре T ~ K105 . Электроны солнеч-
ного ветра, захватываясь геомагнитным полем, могут «высыпать-
ся» в верхние слои атмосферы в приполярных широтах, где их 
столкновения с молекулами азота и кислорода приводят к  их воз-
буждению с последующим высвечиванием фотонов. Возникающее 
при этом излучение может наблюдаться в форме полярных сияний.  
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   Многообразными оказываются параметры плазмы, из которой 
образованы Солнце и звезды. В их внутренних областях при темпе-
ратурах порядка десятка миллионов градусов протекают интенсив-
ные реакции термоядерного синтеза. Так, в центре Солнца темпе-
ратура полностью ионизованной плазмы составляет 16  миллионов 
градусов при плотности ядер атомов водорода (протонов) 

pn ~ 2610 см -3. Тонкая область поверхности Солнца толщиной око-
ло 1000 км (фотосфера) имеет температуру около 6000 К. Именно 
эта область обеспечивает основную часть излучения энергии Солн-
ца. Мощным источником ультрафиолетового излучения и стацио-
нарного потока протонов (солнечный ветер) является разреженная 
сильно нагретая область (T ~106 К ) над поверхностью Солнца, ко-
торая называется солнечной короной. Вся межзвездная среда также 
заполнена плазмой с плотностью заряженных частиц порядка (102–
104) см -3  при температуре T ~(10–104) K. 
 
2.3. Идеальный газ и идеальная  плазма 
 
   Как и в случае идеального газа нейтральных частиц, ниже будет 
рассматриваться в основном ионизованный газ относительно малой 
плотности, в котором основную часть времени частицы проводят в 
свободном движении. Хотя расстояния, на которых взаимодейст-
вуют заряженные частицы, являются более протяженными, чем при 
взаимодействии нейтральных частиц, условие идеальности плазмы 
выполняется, если потенциальная энергия взаимодействия выде-
ленной частицы с ее окружением (на среднем расстоянии между 
частицами) оказывается значительно меньшей средней кинетиче-
ской энергии частицы. Потенциальная энергия взаимодействия 
двух точечных зарядов 1e  и 2e  определяется, как известно, выра-
жением 

                                                    
r
ee

U 21

04
1
πε

=  ,                             (2.1) 

где 0ε – электрическая постоянная. В системе единиц СИ, когда 
расстояние между частицами r  измеряется в метрах (м), энергия–в 
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джоулях (Дж), а единицей заряда является кулон (Кл), численный 
коэффициент ( )041 πε  равен 9109 ⋅ . 
   Как и в случае обычного газа, среднее расстояние между части-

цами оценим из условия 31−≈ enr  где en – числовая плотность 
электронов, равная, благодаря квазинейтральности плазмы, плот-
ности ионов in  (ионы предполагаются однократно заряженными). 
Потенциальная энергия взаимодействия заряженных частиц на 
среднем расстоянии между ними равна ( ) 31

21041 eneeU πε= . Сред-
няя кинетическая энергия теплового движения частиц имеет поря-
док kT . Введем безразмерный параметр неидеальности плазмы 

kTU=Γ . Близость его к единице означает переход к существенно 
неидеальной плазме. Условие идеальности плазмы ( )kTU <<  при-
нимает тогда вид 

                                            1
4 0

31
21 <<

πε
=Γ

kT
nee e  .                               (2.2) 

Положим для оценок eee == 21 , где 19106,1 −⋅=e Кл – заряд элек-
трона. В результате имеем 

4
31

100,6 ⋅<<
T

ne  , 

где en  подставляется в м-3 , T – в K . Используя  в качестве при-
меров приведенные выше параметры en  и T  для плазмы тлеющего 
разряда, термоядерной плазмы и ионосферной плазмы, нетрудно 
убедиться, что условие идеальности плазмы оказывается в этих 
случаях заведомо выполненным.  
   Для характеристики отклонения плазмы от идеальности  вводят 
также дебаевский параметр неидеальности DΓ . Еще в 1926 г. Де-
баем и Хюккелем при создании теории электролитов было показа-
но, что благодаря перераспределению (поляризации) заряженных 
частиц поле вокруг выделенной заряженной частицы изменяется. 
Обычное кулоновское поле этой частицы быстро спадает (экрани-
руется) на расстояниях порядка так называемого радиуса Дебая. 
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Мы вернемся к этому вопросу несколько позже, после того как по-
лучим конкретное выражение для  радиуса Дебая в плазме. 
   Термодинамика равновесной идеальной плазмы практически не 
отличается от термодинамики идеального газа. Идеальную много-
компонентную плазму можно рассматривать в общем случае как 
смесь идеальных газов, образованную из электронного, ионных и 
нейтральных компонентов различного сорта. Полное давление в 
такой плазме определяется законом Дальтона (1.8) и уравнением 
состояния идеального газа, так что 

                                      kTnpp ∑∑
α

α
α

α ==  .                               (2.3)                   

   Использование в (2.3) одной температуры T  для всех компонен-
тов соответствует плазме, находящейся в состоянии полного тер-
модинамического равновесия. Такая плазма называется изотерми-
ческой. Функция распределения αf  по скоростям для каждого 
компонента плазмы, соответствующая равновесию, как и в случае 
идеального газа, имеет форму максвелловской функции распреде-
ления вида (1.71). Средние кинетические энергии хаотического 
движения частиц у всех компонентов плазмы (1.72) оказываются  
одинаковыми, определяемыми (так же, как и сама функция распре-
деления) значением одной и той же температуры T . 
   Вместе с тем, в плазме нередко оказываются возможными со-
стояния частичного (неполного) термодинамического равновесия с 
различными значениями температуры для каждого из компонентов. 
Как будет показано в главе 4, средняя передача энергии при столк-
новении легких и тяжелых частиц в плазме (например, при столк-
новениях электронов с ионами или нейтральными частицами) про-
порциональна малому отношению βmme  ( e≠β ), т.е. оказывается 
заметно меньшей, чем соответствующая передача энергии при 
взаимодействии частиц с близкими массами. Медленный обмен 
энергией между подсистемами электронов и тяжелых частиц при-
водит к тому, что равновесия в каждой из подсистем устанавлива-
ются заметно быстрее, чем достигается полное равновесие в систе-
ме. Это означает, что в течение достаточно длительного промежут-
ка времени, сравнимого иногда с макроскопическим временем за-
дачи, в плазме сохраняется неполное равновесие, характеризуемое 
различными температурами электронного и ионного (или ней-
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трального) компонента. Такая плазма получила название неизо-
термической. 
   Вид квазиравновесных функций распределения для каждого из 
компонентов плазмы устанавливается в этом случае тем же спосо-
бом, который использовался ранее при получении выражения для 
f  (1.25) или αf (1.71). Логарифм функции распределения αf  запи-
сывается в виде линейной комбинации аддитивных инвариантов 
столкновений 

                       ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛α+⋅+α= ααααααααα

2210

2
1ln cmmmf cα  . 

При этом постоянная ( )2
αα  определяется условием 

                         αααα
αα

αα == ∫ kTndf
cm

En
2
3

2

2
c  ,                    (2.4) 

где средняя энергия единицы объема компонента плазмы связана с 
собственной температурой каждого компонента αT . В результате 
функция распределения по скоростям для компонента α  принима-
ет вид 
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На практике мы часто имеем дело с плазмой, в которой функция 
распределения электронов записывается при электронной темпера-
туре eT , в то время как функция распределения тяжелых частиц 
(ионов и нейтральных частиц) определена приближенно при одной 
и той же температуре ni TT ≈ . Соответствующая плазма называется 
двухтемпературной. В общем случае уравнение состояния для 
многотемпературной  плазмы записывается в виде 

                                       ∑
α

αα= kTnp  .                                       (2.6) 

Для полностью ионизованной двухтемпературной плазмы, напри-
мер, имеем 

                                      ( )iiee TnTnkp +=  .                              (2.6' ) 
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2.4. Квазинейтральность плазмы   
 
   Одна из важных особенностей плазмы заключается в том, что от-
рицательный заряд электронов в ней почти точно нейтрализует по-
ложительный заряд ионов. При любых воздействиях на нее плазма 
стремится сохранить свою квазинейтральность. Если в каком-то 
элементарном объеме плазмы происходит случайное смещение 
(например, за счет флуктуации плотности) части электронов, соз-
дающее избыток электронов в одном месте и недостаток в другом, 
в плазме возникает сильное электрическое поле, которое быстро 
восстанавливает квазинейтральность.  
   Следует отметить, что взаимная компенсация пространственного 
заряда положительных ионов и электронов в плазме имеет место 
лишь в среднем – в достаточно больших объемах и за достаточно 
большие интервалы времени. Существуют, очевидно, характерные, 
зависящие от параметров плазмы, длины и промежутки времени, на 
которых разделение зарядов может стать уже заметным. Характер-
ный пространственный масштаб разделения зарядов называют дли-
ной Дебая D . Временной масштаб определяется величиной 

( )pD ω≈τ 1 , где pω  называется плазменной, или ленгмюровской 
частотой. Для того чтобы ионизованный газ удовлетворял усло-
вию квазинейтральности, необходимо соблюдение неравенств 

                          DL >>   ,            DL τ>>τ  .                          (2.7) 
Именно выполнение этих условий, которые существенно опреде-
ляются уровнем концентрации заряженных частиц, позволяют на-
зывать данный ионизованный газ плазмой. Как мы увидим из вы-
полненных ниже оценок, параметры D  и Dτ  оказываются обрат-
но пропорциональными квадратному корню из плотности заряжен-
ных частиц en . Это означает, что при низкой плотности заряжен-
ных частиц их может оказаться недостаточно, чтобы создаваемый 
ими пространственный заряд как-то ограничивал движение частиц 
и приводил к поддержанию квазинейтральности в макроскопиче-
ских объемах газа и на макроскопических промежутках времени. 
Только с ростом концентрации заряженных частиц создаваемое 
ими сильное самосогласованное электрическое поле позволяет бы-
стро восстанавливать возникающую в среде квазинейтральность, 
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благодаря чему газ и приобретает свойства, позволяющие считать 
его плазмой. 
 
2.5. Длина  Дебая и  плазменная частота 
 
Оценим величину пространственного масштаба разделения заря-

дов на примере простой модели смещения плоского слоя электро-
нов. Пусть плазма первоначально электрически нейтральна. В на-
чальный момент времени плотности электронов и  ионов для одно-
кратно ионизованной плазмы равны ie nn = . Предположим, что 
мы сместили  все электроны вправо на расстояние d  (рис. 2.1).  

 
Очевидно, что совершаемая при этом работа эатрачивается на соз-

дание слоя положительного объемного заряда ene
e =ρ  между 

плоскостями 0=x  и dx = . Пусть x  равно некоторому промежу-
точному смещению электронов (рис.2.1a). Напряженность электри-
ческого поля E , возникающего при таком смещении, определяется 
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из известного уравнения электростатики (уравнения Гаусса) для 
одномерного случая  

                                       
0ε

ρ
= ex

dx
dE

 .                                             (2.8) 

 В интервале смещений от 0  до x  поле равно                                                  

                                          x
en

E e
x

0ε
=   .                                           (2.9) 

 Распределение поля представлено на рис 2.1б. 
    В области плазмы справа от точки x  электрическое поле, дейст-
вующее на каждую заряженную частицу, равно его значению в 
точке x  (2.9), с увеличением x  это значение поля линейно возрас-
тает. Работа, необходимая для дополнительного перемещения каж-
дого электрона на расстояние dx , равна                                                
                                                dxeEdA x=  . 
Полная работа, которую необходимо совершить, чтобы развести 
заряды на расстояние d , определяется  тогда как,
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x ε
== ∫

 .                                   (2.10) 
Эта работа равна, очевидно, потенциальной энергии W возникшего 
при разделении зарядов электрического поля. 
   Случайное разделение зарядов в плазме возникает за счет тепло-
вого движения частиц. Появляющееся в результате этого электри-
ческое поле прекратит их разделение в том случае, если средняя 
кинетическая энергия частиц сравняется с потенциальной энергией 
возникшего электрического поля. Максимальный масштаб разде-
ления зарядов определится тогда из условия ( )2kTW ≤ , где 
( )2kT – средняя тепловая энергия заряженных частиц, соответст-
вующая их одномерному движению в направлении x . Полагая  

2kTAW == , для длины Дебая dD =  в этом случае получаем 
оценку.  
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В единицах СИ  длина Дебая равна 

                                   
21
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e
D n
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  ,                           (2.11') 

где T подставляется в К, −en в -3м .  
   Для условий тлеющего разряда ( 1610=en м-3, T ~103 К) получаем 

D ~ 5102 −⋅ м , для термоядерной плазмы  ( 2010=en м-3, 810=T К) 
имеем D ~ 5107 −⋅ м., для ионосферной плазмы ( 1110=en м-3, 

310=T К) получаем  D ~ 3107 −⋅ м . 
   Используя ту же модель смещения плоского слоя электронов, 
можно оценить и характерный временной масштаб разделения за-
рядов Dτ . Результатом смещения слоя является возникновение 
“возвращающей” силы, которая стремится восстановить квази-
нейтральность плазмы. В результате действия таких сил возникают 
периодические колебания электронного компонента плазмы (ионы, 
обладающие существенно большей массой, в таких колебаниях 
практически не участвуют). Движение электронов описывается при 
этом уравнением, следующим из записи второго закона Ньютона, 

                            xeneE
dt

xdm exe
2

0
2

2 1
ε

−=−=   ,            (2.12) 

которое можно представить в виде 

                                            02
2

2
=ω+ x

dt
xd

p  .                             (2.12') 

 В результате получается типичное уравнение осциллятора, описы-
вающее гармонические колебания с частотой 
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Параметр pω  носит название плазменной или лэнгмюровской час-
тоты колебаний. 
   Для конкретных расчетов pω можно использовать формулу 
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                                               21 4,56 ep n=ω ,                                (2.13') 

где en  подставляется в 3м− . Для рассмотренных выше примеров  
плазменная частота меняется от ~ ( )97 10106 −⋅  с-1 для плазмы 
тлеющего разряда и термоядерной плазмы до ~ 6102 ⋅ с-1 для ионо-
сферной плазмы. 
   Заметим, что полная энергия колебаний осциллятора определяет-
ся как ( ) 2/2

0 pe am ω , где 0a – амплитуда колебаний. Полагая эту 
величину равной средней энергии теплового движения ( )2kT , и 
используя (2.13), получаем, как и следовало ожидать, Da =0 , т.е. 
пространственный масштаб плазменных колебаний определяется 
длиной Дебая. Характерный временной масштаб разделения заря-
дов определяется, очевидно, как  
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en
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e

e
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D  .                             (2.14) 

По порядку величины он равен времени, за которое электрон с теп-
ловой скоростью ( ) 21

emkTv ≈  проходит расстояние 

DD v τ= ., откуда следует, что pω  и D  связаны соотношением  

Dp v=ω . 
  
2.6. Экранирование поля заряженной частицы в плазме    
 
   Если в плазму ввести или поместить вблизи ее границ заряженное 
тело, то около него происходит перераспределение зарядов (поля-
ризация плазмы). В результате такого перераспределения зарядов в 
плазме возникают электрические поля, компенсирующие поле, соз-
даваемое заряженным телом. Эту ситуацию можно проанализиро-
вать на примере неподвижного сферического (или точечного) 
пробного заряда 0>q , помещенного в плазму. Потенциал поля ϕ , 
создаваемого таким зарядом, описывается уравнением Пуассона 

                                               eρ
ε

=ϕΔ
0

1
 .                                     (2.15) 
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   Пусть плазма образована из электронов, одного сорта ионов с 
кратностью ионизации Z  и нейтральных частиц, которые не вно-
сят вклада в объемную плотность заряда eρ . Выражение для  

eρ имеет в этом случае вид 

                                 ( )eieeii
e nZneenen −=+=ρ   .                  (2.16) 

Поскольку плазма вблизи заряда q  находится в состоянии термо-
динамического равновесия, плотности заряженных частиц, нахо-
дящихся в электрическом поле с потенциалом ϕ , удовлетворяют 
распределению  Больцмана (1.35) 

       ⎟⎟
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⎛ ϕ
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i
ii kT

Ze nn exp0    ,      ⎟⎟
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e
ee kT

e nn exp0   .      (2.17) 

Здесь 0in  и 0en – плотности  заряженных частиц в невозмущенной 

области плазмы, где 0=ρe  или 00 ei nZn = .  
   На относительно больших расстояниях от заряда q , где 

1<<ϕ ekTe  и 1<<ϕ ikTe , можно использовать разложение экс-
понент в ряды. Ограничиваясь первыми двумя членами разложе-
ний, приближенно представим выражение для eρ  как 
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Уравнение Пуассона (2.15) записывается тогда в виде 

                                                ϕ=ϕΔ 2
1

Dr
  ,                                (2.19) 

где Dr – характерный размер, называемый радиусом Дебая, 

                                ( )iee

ie
D

TZTen
TkT

r
+

ε
= 2

0

0   .                             (2.20) 

Поскольку точечный заряд создает вокруг себя сферически сим-
метричное поле, уравнение  (2.19) можно переписать как 

                            ϕ=⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛ ϕ

2
2

2
11

Drdr
dr

dr
d

r
  ,                                (2.21) 
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где r  – радиальная координата. 
Для решения уравнения (2.21) используем подстановку 

( )rg
r
1

=ϕ  . 

Уравнение для функции ( )rg  принимает тогда вид 

                                              g
rdr

gd

D
22

2 1
=  ,                                 (2.22) 

решение которого можно представить как 

                                          ⎟⎟
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=ϕ

Dr
r

r
q exp1

4 0
  .                   (2.23) 

Постоянный множитель перед экспонентой определяется из усло-
вия, чтобы на малых расстояниях решение переходило в обычный 
кулоновский потенциал заряда q . 
   Полученный результат означает, что поле заряда в плазме экра-
нируется заряженными частицами на расстоянии порядка радиуса 
Дебая (2.20). Заметим, что для однотемпературной плазмы 
( )ie TT = , образованной их электронов и однократно ионизованных 
ионов ( )1=Z , радиус Дебая определяется как 
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и связан с введенной ранее дебаевской длиной D  соотношением 

                                         DDr
2

1
=   .                                       (2.25) 

 
2.7. Еще раз о критерии неидеальности плазмы 
 
   Из-за эффекта экранирования поля заряженной частицы в плазме 
в качестве меры расстояния, на котором потенциальная энергия  
взаимодействия заряженных частиц еще остается заметной, кажет-
ся целесообразным выбрать вместо среднего расстояния между 

частицами 31−≈ enr  дебаевский радиус Dr . В этом случае 
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и условие идеальности плазмы ( kTU << ) принимает вид 
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Величина DΓ  называется дебаевским параметром неидеальности 
плазмы. Заметим, что этот параметр связан с параметром Γ , вве-
денным в параграфе 2.1, соотношением 

235 Γ≈Γ  D  . 
Простая оценка показывает, что уже при 05,0≤Γ  мы имеем 

065,0≤ΓD , поэтому использование и того и другого параметра 
(при достаточной их малости) в качестве меры идеальности плазмы 
оказывается практически равноценным. 
   Дебаевский параметр неидеальности имеет непосредственное от-
ношение к вириальным поправкам к уравнению состояния идеаль-
ной плазмы. Прямой теоретический расчет  дает [5 ]                              

                                     ( ) ( )Die  kT nnp Γ−+= 18,01  .              (2.28) 
  Отметим, что в отличие от идеального газа, где вириальные по-
правки соответствуют степенному разложению по параметру плот-
ности газа n , первая поправка к уравнению состояния идеальной 

плазмы оказывается пропорциональной 21
en . 

   Можно дать еще одну часто встречающуюся интерпретацию кри-
терия идеальности плазмы. Рассмотрим объем плазмы с радиусом, 
равным радиусу Дебая, поскольку именно на границах этого объе-
ма экранируется электрическое поле любой выделенной в плазме  
заряженной частицы. Среднее число заряженных частиц одного 
знака в этой сфере равно 
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Легко заметить, что 

D
DN

Γ
≈

115,0   . 
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Уже при 01,0≤ΓD , мы имеем 15≥DN , поэтому в качестве кри-
терия идеальности плазмы можно принять условие, чтобы число 
заряженных частиц в сфере Дебая было достаточно большим 
( 1>>DN ). 
 
2.8. Плазменные колебания и плазменные волны 
 
   Колебания электронной плотности, связанные с нарушением ква-
зинейтральности плазмы, можно проанализировать на основе более 
общего подхода, чем просто колебания плоского слоя электронов, 
рассмотренные в параграфе 2.2. В основу такого анализа могут 
быть положены уравнения Эйлера (уравнения непрерывности и 
движения), записанные для электронного компонента плазмы , 

                                    0=⋅∇+
∂

∂
ee

e n
t

n u  ,                                (2.30) 

                                  Eu enp
t

mn ee
e

ee −−∇=
∂

∂
                             (2.31) 

вместе с уравнением адиабаты и уравнением состояния для элек-
тронов 

                       constnp ee =γ−  ,       kTnp ee = .                      (2.32) 
Система уравнений должна быть дополнена уравнением Гаусса для 
определения напряженности электрического поля E  

                           ( )eie nZne −
ε

=ρ
ε

=⋅∇
00

11E  .                          (2.33) 

   Рассмотрим сначала приближение так называемой холодной 
плазмы, когда можно не учитывать влияние теплового движения 
частиц. Последнее соответствует пренебрежению градиентом элек-
тронного давления в уравнении движения (2.31). Условия, налагае-
мые на параметры плазмы в этом приближении, мы сформулируем 
чуть позже. Поскольку давление ep  не входит в уравнения (2.30) – 
(2.31), использование соотношений (2.32) в этом случае не понадо-
бится. 
   Предположим, что в плазме по тем или иным причинам возникла 
малая флуктуация плотности электронного компонента и связанное 
с этим малое отклонение плотности электронного заряда, так что 
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eee nnn ′+= 0 . Будем считать, что из-за большой массы ионов по 
сравнению с электронами, ионы за время отклика системы на воз-
мущение электронной плотности не успевают сдвинуться с места, 
что позволяет рассматривать движение электронов на фоне одно-

родного распределения ионов с плотностью o
ii nn = . При этом 

00
ie Znn =  и ee ne ′−=ρ , а уравнение (2.33) принимает вид 
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1E  .                                         (2.34) 

 Уравнение (2.30) после линеаризации можно представить  в виде 
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   Дифференцируя уравнение (2.35) по времени, используя (2.34) и 
уравнение движения (2.31), в котором опущен член с ep∇ , получа-
ем 
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или 
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 .                                     (2.36') 

Мы опять приходим к уравнению для осциллятора, описывающему 
гармонические колебания плотности электронов с плазменной час-
тотой pω , заданной выражением (2.13). 
   Нетрудно показать, что если учесть тепловое движение электро-
нов в исходных уравнениях, то их линеаризация (в приближении 
малых амплитуд возникающих возмущений макроскопических па-
раметров плазмы) приводит к результату, которое описывает рас-
пространение продольных волн электростатического заряда в 
плазме (плазменных или лэнгмюровских волн). 
   Используя тот же прием, что и при анализе распространения зву-
ка в газе (см. параграф 1.9), представим возмущенные параметры 
электронного компонента плазмы и электрическое поле E  в виде 
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                                    ( )[ ]tkxinnn eee  exp0 ω−′+=   ,                           

         ( )[ ]tkxippp eee  exp0 ω−′+=   , 
                          ( )[ ]tkxiuu ee  exp ω−′=   ,                       (2.37) 

( )[ ]tkxiEE  exp ω−′=  . 
При этом используется то очевидное обстоятельство, что для не-
возмущенной плазмы средняя скорость электронов и напряжен-
ность электрического поля равны нулю. 
   Подстановка выражений (2.37) в систему уравнений (2.30) – 
(2.33), записанных для одномерного случая  и линеаризованных по 
малым параметрам en′ , ep′ , eu′ , E ′ , приводит к соотношениям 
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При записи этих уравнений слева и справа опущены, как обычно, 
возникающие при дифференцировании множители ( )[ ]tkxi ω−exp . 
Постоянная адиабаты определяется при этом выражением 

( ) mm /2 +=γ , где m – число поступательных степеней свободы 
частицы. Для одномерного сжатия имеем 1=m  и 3=γ . При этом 

20000
exeeeee vnmkTnp == , где 2

exv  – среднее значение квадрата 

компоненты скорости молекул вдоль оси x . 
   Последовательно исключая из уравнений (2.38) входящие в них 
амплитуды колебаний макроскопических величин, получаем дис-
персионное соотношение для плазменных волн (т.е. соотношение, 
связывающее частоту колебаний ω  и волновое число k ) 

                                        2222 kvexp γ+ω=ω   ,                          (2.39) 

где eee mkTv 32 = . 

Соотношение (2.39) означает, что в приближении горячей плазмы, 
плазменные волны обладают дисперсией (частота волны ω  зависит 
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нелинейным образом от волнового числа λπ= 2k , гдеλ –длина 
волны). Для фазовой и групповой скоростей распространения вол-
ны получаем выражения 
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k

v
ω−ω

ω
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ω
=  ,       

ω

ω−ω
=

ω
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22

гр
p

ev
dk
dv   ,   (2.40) 

где 2
ee vv = emkT3= – среднеквадратичная скорость элек-

тронов. Заметим, что обе скорости связаны простым соотношением 

                                      
2

ф eгр vvv =  .                                             (2.41) 

   В случае холодной плазмы ранее был  получен результат pω=ω , 

и групповая скорость грv  оказалась равной нулю, т.е. в холодной 
плазме лэнгмюровские волны не распространяются. Из соотноше-
ния (2.39) следует, что приближение холодной плазмы оправдано, 
когда выполнено условие ( )kve ω<< . Это означает, что тепло-
вые скорости частиц настолько малы, что частицы не успевают 
сместиться на расстояние порядка длины волны за один период. 
Учет теплового движения электронов включает механизм, который 
обеспечивает распространение возмущения за пределы начальной 
области, масштаб которой определяется длиной Дебая. Как следует 
из проведенного анализа, соседние участки будут вовлечены в вол-
новой процесс только при наличии градиента давления (или плот-
ности) электронов. 
   Закон дисперсии (2.39) можно записать также в виде 

                                    2122 )1( Dep kγ+ω=ω   .                           (2.42) 
Рассмотрение, основанное на более строгой теории, показывает, 
что в случае, когда второе слагаемое под знаком квадратного корня 
имеет порядок единицы (или, что же самое, когда длина волны ока-
зывается порядка длины Дебая), лэнгмюровская волна сильно зату-
хает из-за взаимодействия заряженных частиц с волнами (затуха-
ние Ландау). Поэтому плазменные волны могут существовать без 
значительного поглощения лишь в том случае, когда их длина вол-
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ны значительно меньше дебаевской длины. Используя разложение 
выражения (2.42) в ряд по малому параметру, получаем 

                      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +ω=ω 22

2
31 Dp k ,          122 <<Dk  .                (2.43) 

Групповая скорость распространения волн приближенно определя-
ется в этом случае формулой 

                                Devkv 3гр =  .                                      (2.44) 
Очевидно, что в рассматриваемом нами случае выполнено усло-
вие evv <<гр , т.е. скорость распространения волны оказывается 
заметно меньшей, чем среднеквадратичная или средне-тепловая  
скорость электронов. 
 
2.9. Ионизационное равновесие в плазме. Формула Саха 
 
   Основными источниками образования заряженных частиц в 
плазме оказываются ионизация атомов при их столкновениях с 
электронами (ударная ионизация) или при взаимодействии с элек-
тромагнитным излучением (фотоионизация). Каждому процессу 
ионизации соответствует обратный процесс – рекомбинация, т.е. 
образование нейтрального атома в результате захвата электрона 
ионом. Процесс рекомбинации может происходить лишь в присут-
ствии третьей частицы, участвующей в столкновении, поскольку 
иначе нарушаются законы сохранения импульса и энергии при 
столкновениях частиц. Энергия связи пары частиц (электрона и 
иона) в основном состоянии имеет строго определенное значение, 
поэтому избыток энергии, возникающий при образовании атома, 
должен отбираться третьей частицей. Такой третьей частицей мо-
жет быть электрон, ион, нейтральный атом или образующийся в 
результате рекомбинации фотон. 
   Уравнение баланса электронов в единичном объеме (уравнение 
непрерывности) имеет форму уравнения (2.30), в правой части ко-
торого должны присутствовать члены, отвечающие появлению и 
исчезновению заряженных частиц (электронов) за счет процессов 
ионизации )( +N и рекомбинации ( −N ), т. е. 
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   При относительно высоких концентрациях заряженных частиц в 
плазме определяющую роль играет трехчастичная рекомбинация, в 
которой участвуют ион и два электрона. Ниже мы ограничимся 
рассмотрением ионизационного равновесия, определяемого нали-
чием только такого типа рекомбинации. Схема прямого и обратно-
го процессов выглядит при этом как 

                            eeiea ++⇔+  .                                          (2.46) 
Скорости ионизации и рекомбинации для этого случая  определя-
ются выражениями 

                       aef nnkN =+   ,           ier nnkN 2=−   ,           (2.47) 
где fk  и rk – соответственно константы прямой и обратной реак-
ций. 
   Ионизационному равновесию в плазме отвечает ситуация, когда 
концентрации заряженных частиц перестают меняться во времени 
и отсутствует диффузионный перенос частиц. Это соответствует 
обращению в нуль левой части уравнения (2.45), откуда следует, 
что в равновесии скорости прямого и обратного процесса равны 

друг другу. Приравнивая +N  и −N , имеем                        

                                           )(TK
k
k

n
nn
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ie ==  .                        (2.48) 

Величина )(TK , равная отношению констант скоростей прямого и 
обратного процессов, является константой равновесия для процесса  
(2.46). Она уже не зависит от кинетики процесса и является функ-
цией температуры T . Константу равновесия реакции K  можно 
определить, опираясь на известные результаты статистической фи-
зики [2], в частности на тот факт, что в состоянии химического 
равновесия оказываются равными так называемые химические по-
тенциалы веществ, вступающих в реакцию (в данном случае ато-
мов) и продуктов реакции (ионов и электронов). Здесь мы восполь-
зуемся другим, более наглядным, подходом, основанном на ис-
пользовании больцмановского распределения частиц по состояни-
ям [6,7]. 
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   Заметим предварительно, что полученное в предыдущей главе 
выражение для функции распределения частиц по скоростям и их 
внутренним состояниям (1.41) справедливо не только для случая 
молекул с вращательными и колебательными степенями свободы, 
но и для любых других частиц, обладающих дискретным спектром 
внутренних состояний. К их числу можно отнести также атомы и 
ионы, находящиеся в различных состояниях электронного возбуж-
дения. Для функций распределения частиц по электронным состоя-
ниям можно в этом случае записать выражение 

                ( ) ⎟
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⎜
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⎛
−=

kT
E

Q
g

vfEvf jj
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                               ( )∑=
j

jj kTEgQ exp  . 

Здесь )(vf M – максвелловская функция распределения частиц по 
скоростям, jE – энергия j - го уровня, Q – статистическая сумма, 

jg – статистический вес j - го состояния. Функции ( )jEvf ,  норми-
рованы таким образом, что  
                                 ( ) ndEvf

j
j =∑∫ v, ,  

где n – полная плотность частиц. Используя (2.49), после интегри-
рования по скоростям получаем соотношение между jn – плотно-
стью частиц, находящихся в j -ом состоянии, и 0n – плотностью 
частиц в основном состоянии 
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Здесь jE – энергия возбуждения j -го состояния (отсчет энергии 
производится от основного состояния), jg , 0g – статистические 
веса j -го и основного состояния соответственно.  
   Для получения необходимых соотношений, связывающих плот-
ности заряженных и нейтральных частиц в плазме в условиях ио-
низационного равновесия, нам нужно определить число состояний, 
соответствующих свободному движению частицы (электрона). Из 
статистической физики известно, что в так называемом квазиклас-
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сическом приближении каждому возможному состоянию соответ-
ствует элементарный объем в фазовом пространстве, равный  2π  
[3]. Таким образом, для частицы, координата которой лежит в ин-
тервале между r  и rr d+ , а  значение импульса в интервале меж-
ду p  и pp d+ , число состояний равно числу элементарных ячеек 

( )32/ π= rpdddn . Число свободных электронов с энергией ε  
(приходящихся на один атом) , имеющих в объеме V  значения им-
пульса, лежащие в интервале zyx dpdpdpd =p , определяется  при 
этом выражением 
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Здесь  

                                                   −+ε=ε
m

p
I 2

2
 

 энергия, необходимая для отрыва электрона от атома ( Iε – энергия 

ионизации) и передачи ему кинетической энергии emp 22 , −eg  
статистический вес электронов. 
   Число свободных электронов на один атом в определенном кван-
товом состоянии находится интегрированием выражения (2.51) по 
всем значениям импульса 
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Полное число электронов определяется умножением этого резуль-
тата на число атомов в одном квантовом состоянии ( )aa gN , где 

ag – статистический вес нейтрального атома. В итоге имеем 
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Теперь следует учесть, что в процессах равновесной ионизации- 
рекомбинации принимают участие также ионы. Тогда за объем 
V следует принимать объем, приходящийся на один ион в опреде-
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ленном квантовом состоянии или ( ) iiii nggnV ///1 == . Учитывая, 
что aeae nnNN = , находим окончательно 
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Правая часть этой формулы и есть интересующее нас выражение 
для константы равновесия (2.48). Полученный результат носит на-
звание формулы Саха. Для конкретных вычислений на основе 
формулы (2.52) полезно заметить, что в единицах СИ 

                         21
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При этом статистический вес электронов 2=eg , статистические 
веса ионов и атомов рассчитываются независимо. Так, например, 
для атома водорода в состоянии с главным квантовым числом, рав-
ным n , статистический вес ag  соответствует кратности вырожде-

ния уровней и равен 22n , при этом 1=ig . Для атомов других ве-
ществ и соответствующих им ионов вычисление полных статисти-
ческих весов требует знания энергий, спинов и орбитальных мо-
ментов возбужденных электронных состояний, которые берутся из 
спектроскопических данных. 
   Введем определение степени ионизации плазмы 
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Тогда с учетом квазинейтральности плазмы )( ie nn =  из (2.48) сле-
дует 
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Удобно выразить степень ионизации как функцию температуры T  
и полного давления плазмы p . Учитывая, что         
 

( ) ( )kTnkTnnnp oaie  1 α+=++=  , 
 
окончательно получаем 
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   Было показано (см., например, [8]) , что формула (2.55) может c 
хорошим приближением применяться и в случае неизотермической 
плазмы с TTe ≠ . Поскольку ионизация происходит в результате 
столкновений атома с электроном, а функция распределения элек-
тронов близка к максвелловской при температуре eT , единственное 
изменение в формуле (2.55) заключается в этом случае в замене 
температуры T на  электронную температуру eT . 
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ГЛАВА 3. ФЕНОМЕНОЛОГИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 
 ПЕРЕНОСА 

 
   В предыдущих главах мы интересовались равновесными либо 
локально равновесными состояниями газа и плазмы. Основная цель 
дальнейшего рассмотрения состоит в анализе явлений, возникаю-
щих при отклонении системы от состояния равновесия. Как прави-
ло, мы будем предполагать, что отклонения эти являются малыми. 
   Примером типичной неравновесной ситуации является простран-
ственная неоднородность газа или газовой смеси, когда их гидро-
динамическая скорость, температура и плотности (концентрации) 
отдельных компонентов меняются от точки к точке. Переход к рав-
новесному состоянию осуществляется при этом за счет возникаю-
щего в системе необратимого переноса массы, импульса и энергии 
от одних частей газа к другим. Им соответствуют известные явле-
ния диффузии, вязкости (внутреннего трения) и теплопроводно-
сти. В случае ионизованного газа (плазмы) к этому добавляется 
еще перенос заряда или электропроводность, связанная с относи-
тельной диффузией заряженных частиц. Все эти процессы объеди-
няются под общим названием явления переноса. 
   Для слабо неравновесных состояний газа и плазмы оказываются 
приближенно справедливыми линейные соотношения переноса, 
связывающие необратимые потоки массы, импульса и энергии с 
так называемыми термодинамическими силами (градиентами ос-
новных макроскопических переменных, внешними силами и т.п.). 
К числу таких линейных феноменологических законов относятся, 
например, закон Ньютона для вязких напряжений, закон теплопро-
водности Фурье, закон диффузии Фика, закон электропроводности 
Ома. Эти законы можно считать чисто эмпирическими, хорошо 
подтверждаемыми большим экспериментальным материалом. С 
другой стороны, они находят обоснование и в рамках линейной 
термодинамики необратимых процессов (неравновесной термоди-
намики). Более того, неравновесная термодинамика предсказывает 
ряд перекрестных явлений, описываемых линейными соотноше-
ниями, поскольку каждый поток в принципе может являться ли-
нейной функцией всех термодинамических сил, имеющих одина-
ковую тензорную размерность [9]. 
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   Макроскопические переменные, описывающие поведение газа и 
плазмы (плотность, гидродинамическая скорость, температура) 
удовлетворяют, как известно, локальным уравнениям сохранения 
массы, импульса и энергии. В пренебрежении диссипативными 
процессами эти уравнения (уравнения идеальной жидкости) уже 
рассматривались в параграфе 1.8. В общем случае в них должны 
входить дополнительные члены, учитывающие процессы диссипа-
ции или необратимый перенос массы, заряда, импульса, энергии в 
газе и плазме. Линейные соотношения переноса позволяют замк-
нуть уравнения сохранения, т.е. получить в конечном счете класси-
ческие уравнения газовой динамики, а при учете электрического и 
магнитного полей также и уравнения магнитной газодинамики 
плазмы. 
   Следует отметить, что феноменологический подход дает возмож-
ность установить лишь общую структуру соотношений переноса, 
коэффициентами пропорциональности в которых являются так на-
зываемые коэффициенты переноса. Явные выражения для этих 
коэффициентов, связывающие их с основными термодинамически-
ми переменными газа и плазмы, а главное – с параметрами столк-
новений составляющих их частиц, могут быть получены только 
методами кинетической теории. Анализу этих вопросов будут по-
священы следующие главы.  
   В настоящей главе обсуждаются получаемые на основе феноме-
нологического подхода общие уравнения сохранения для газов и 
газовых смесей и используемые в них линейные соотношения пе-
реноса. Соответствующие феноменологические  уравнения перено-
са для плазмы будут рассмотрены в главе 7. 
 
3.1. Потоки величин  
 
   Прежде чем перейти к конкретному анализу различных явлений 
переноса в газах, полезно ввести ряд важных формальных опреде-
лений для используемых при этом макроскопических параметров 
переноса. 
   Перенос массы, импульса и энергии молекул через какую-либо 
поверхность в газе принято характеризовать плотностью потока 
соответствующей величины. Плотность потока соответствует ко-
личеству величины, проходящей в единицу времени через единич-



78 

ную площадь поверхности. Рассмотрим, например, определение 
плотности потока массы частиц простого газа в предположении 
что все частицы имеют направленную (упорядоченную) скорость 
движения u . Выделим в газе малый элемент поверхности ds . Ори-
ентацию этого элемента будем характеризовать единичным векто-
ром n , направленным по нормали к поверхности. Очевидно, что 
все частицы, пересекающие элемент площади ds  в течение време-
ни dt , должны первоначально находиться в цилиндре с основани-
ем ds  и образующей, параллельной u  и равной dtu  (рис. 3.1). 
Объем этого цилиндра равен ( )dsdtun ⋅ . Пусть массовая плотность 
газа равна mn=ρ , где m – масса молекулы, n – число молекул в 
единице объема (плотность числа частиц). Тогда плотность потока 
массы частиц, которая является скалярной величиной, определяет-
ся как ( )un ρ⋅ , а величина uρ  называется вектором плотности 
потока массы. 

 
   Более точное определение плотности потока массы частиц долж-
но учитывать распределение молекул по скоростям. Напомним, что 
число молекул в единице объема, имеющих значение вектора ско-
рости молекул в интервале между v  и vv d+ , равно ( ) vv df . Со-
ответствующее число молекул, пересекающих поверхность ds  за 
время dt , определяется выражением ( )( ) dsdtdf vvnv ⋅ . Плотность 
общего потока получается интегрированием по всем значениям 
скоростей молекул. Тогда для вектора плотности потока массы по-
лучаем 

u  

dS  

ndtu
 

Рис. 3.1 
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                      ( ) vvvu dfm∫=ρ  .                                  (3.1) 

   Полученное выражение носит самый общий характер и справед-
ливо как для равновесных, так и для неравновесных состояний газа. 
Если подставить сюда равновесную функцию распределения (1.26), 
определяемую через собственную скорость молекул uvc −= , то 
после интегрирования по скоростям частиц приходим к очевидно-
му результату: скорость u  равна скорости системы отсчета, дви-
жущейся вместе с газом. Это связано с тем, что среднее значение 
вектора скорости хаотического (теплового) движения частиц  в 
равновесном состоянии газа равно нулю. Такой же результат полу-
чается при использовании локально-равновесного распределения 
(1.82). 
   Используя приведенные выше соображения, можно дать общее 
определение плотности потока какой-либо величины, переносимой 
молекулами газа через элемент площади ds  поверхности, которая 
перемещается с макроскопической скоростью газа u . Если какая-
то произвольная величина ψ  зависит от собственной скорости мо-
лекул газа c , то плотность потока этой величины записывается как 
( )Ψn⋅ , а вектор плотности потока Ψ  определяется выражением:  

                           ( ) ( ) ccccΨ df  ∫ψ=  .                                 (3.2) 

   Рассмотрим, например, определение вектора плотности потока 
импульса в газе через поверхность, движущуюся со скоростью u . 
Полагая xmc=ψ , имеем:     

                                       ( ) cccΨ df  mcx∫=  .                              (3.3) 

Эта величина соответствует вектору плотности потока, характери-
зующего перенос x -компоненты импульса. Аналогичные выраже-
ния можно записать для y - и z -компонент импульса. В результате 
имеем совокупность трех векторов потоков, связанных с переносом 
импульса. Девять компонент этих векторов образуют симметриче-
ский тензор второго ранга, который можно записать как:  

                                          ( ) ccccP dfm∫=  .                             (3.4) 
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Заметим, что cc  соответствует тензорному произведению двух 
векторов, называемому диадой. В  тензорных обозначениях 

                           ( ) cc dfccmP srrs ∫=    ,                               (3.5) 

где индексы r  и s  нумеруют декартовы компоненты осей коорди-
нат. 
   Тензор плотности потока импульса rsP  носит название тензора 
давлений (или тензора напряжений). В обычном матричном пред-
ставлении он записывается как 
 

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

P    P    P
P    P    P
P    P    P

  .                        

 
Недиагональные компоненты тензора удовлетворяют при этом ус-
ловиям симметрии srrs PP =( . при rs ≠ ). 
   Отдельные компоненты тензора rsP имеют следующий смысл: 
диагональные элементы zzyyxx PPP  , ,  равны нормальным напря-
жениям, а недиагональные представляют собой сдвиговые или ка-
сательные напряжения. Это означает, например, что xxP  равно 
силе, действующей в направлении x  на единицу площади поверх-
ности, нормальной к направлению x , а yxP  равно силе, действую-
щей в направлении x  на единицу площади поверхности., перпен-
дикулярной направлению y . На рис. 3.2 изображены декартовы 

компоненты тензора давлений yzyyyx PPP  , , , в сумме дающие ре-

зультирующую силу yP , действующую на единицу поверхности, 
перпендикулярной направлению y .  
Для газа одноатомных молекул (т.е. при отсутствии у молекул 
внутренних степеней свободы) величина 

                              ( )zzyyxx PPPp ++=
3
1

                                 (3.6) 
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 имеет смысл гидростатического давления или просто давления. 
Она соответствует среднему из нормальных давлений, действую-
щих на любые три ортогональные плоскости.   
 

 
   Для равновесной максвелловской функции распределения (1.26), 
используя определение (3.4), после интегрирования по скоростям 
получаем, что недиагональные элементы тензора P  равны нулю, а 
диагональные элементы равны друг другу, т.е. в этом случае 

                            IP p=   ,    nkTp = .                                (3.7) 
где I – единичный тензор второго ранга. Этому тензору соответст-
вует единичная матрица с элементами rsδ  где rsδ – символ Кроне-
кера ( 1=δrs , если sr = , 0=δrs , если sr ≠ ). 
   В общем случае  величину P  можно представить как 

                                       πIP += p                                     (3.8) 
или в тензорных обозначениях 

                                  rsrsrs pP π+δ=  ,                             (3.8') 
где rsπ – недиагональная часть тензора. Тензор π  носит название 
тензора вязких напряжений и определяет необратимый “вязкий” 
перенос импульса в газе. Его компоненты отличны от нуля, если 
функция распределения отличается от равновесной. Заметим, что 

X  

Y  

Z  
yzP  

yxP  

zxP  

yP  

Рис. 3.2 
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представление (3.8') используется обычно в кинетической теории. 
В газовой динамике, например, часто используется представление 

rsrsrs pP τ−δ= , так что πτ −= . 
   В случае идеального газа, образованного из молекул с возбуж-
денными внутренними степенями свободы, общее определение 
тензора давлений имеет вид                                     

                                ( ) ccccP d Ef m
i

i∑∫= ,  .                            (3.9) 

Диагональная часть тензора P  в этом случае содержит вклад от 
так называемой объемной вязкости Vp , так что 

                            ( ) rsrsVrs  ppP π+δ+=  .                          (3.10) 
   Дадим теперь определение вектора плотности потока кинетиче-
ской энергии или теплового потока q , которое следует из выра-

жения (3.2), если положить в нем 22mc=ϕ , 

                              ( ) cccq dfcm  
2
1 2∫=   .                            (3.11) 

Для газа, молекулы которого обладают внутренними степенями 
свободы, необходимо учитывать вклад в тепловой поток также и от 
переноса энергии внутренних состояний молекул. В этом случае 

                   ( ) cccq dEf  Emc ii
i

,
2
1 2∫∑ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  .                   (3.12) 

 
3.2. Уравнения сохранения для простого газа  
 
   Уравнениями сохранения называются уравнения баланса массы, 
импульса и энергии в газе и газовой смеси. При их записи мы огра-
ничимся, как и раньше, рассмотрением достаточно разреженных 
газов, удовлетворяющих условию идеальности. В этом параграфе 
мы рассматриваем случай простого (однокомпонентного) газа.                
   Уравнение баланса массы, или уравнение непрерывност, записы-
вается в виде 
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                                 uρ⋅−∇=
∂
ρ∂
t

 .                                     (3.13) 

 Оно отличается от использованного нами в главе 1 уравнения 
(1.83) умножением его на массу молекулы m  (в соответствии с оп-
ределением массовой плотности газа mn=ρ ). В общем случае uρ  
определено выражением  (3.1). 
   Уравнение (3.13) соответствует локальной форме записи уравне-
ний сохранения, принятой в гидродинамике. Более очевидный фи-
зический смысл имеет интегральная форма записи, которая получа-
ется, если проинтегрировать (3.13) слева и справа по конечному 
объему V  и представить результат в виде 

                            dV dV
dt
d

VV
∫∫ ρ⋅∇−=ρ u  .                          (3.14) 

Преобразуя интеграл по объему в правой части (3.14) в интеграл по 
поверхности в соответствии с теоремой Гаусса-Остроградского, 
находим 

                             Su d dV
dt
d

SV
∫∫ ρ−=ρ  ,                               (3.14') 

где вектор Sd  по абсолютной величине равен площади элемента 
поверхности dS  и направлен по внешней нормали к поверхности 
( )dSd nS = . Интегральное соотношение баланса (3.14') отражает 
тот очевидный факт, что скорость изменения массы газа, находя-
щегося в объеме V , равна убыли массы газа за счет его вытекания 
через замкнутую поверхность S , охватывающую данный объем.  
   Интегральная форма записи уравнений может быть использована 
и при рассмотрении переноса импульса и энергии в газе. Для про-
стоты мы будем применять в дальнейшем лишь локальную форму 
записи соответствующих уравнений. 
   Уравнение баланса импульса можно представить как 

                            ( ) FuuPu n
t

+ρ+⋅−∇=
∂
ρ∂   .                         (3.15) 

   Фигурирующая в правой части уравнения величина uuP ρ+  име-
ет смысл тензора плотности потока импульса с конвективной ча-
стью uuρ , которая связана с непосредственным переносом им-
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пульса вместе с массой движущегося газа. (Напомним, что в тен-
зорных обозначениях представление диады uu  соответствует за-
писи sruu ). Величина P – это тензор давлений, понятие о кото-
ром мы ввели в предыдущем параграфе. Векторная величина F  
есть внешняя сила, действующая на частицу газа. Так, если на час-
тицы газа действует сила тяжести, то gF m= , где g – ускорение 
силы тяжести. 
   Используя определение P  (3.6) и уравнение непрерывности 
(3.13), вместо уравнения (3.15)  получаем 

                     n p
dt
d 0=−⋅∇+∇+ρ Fπu

 ,                   (3.16) 

которое называется уравнением движения газа. Здесь 
( )∇⋅+∂∂= ut dtd  соответствует оператору полной (субстанцио-

нальной) производной по времени . 
   Уравнение (3.16), если записать его для одной из декартовых 
компонент вектора, можно представить также как 

                     0=−π
∂
∂

+
∂
∂

+ρ   nF
x

p
xdt

du
rrs

sr

r                (3.16') 

(по повторяющимся индексам  подразумевается суммирование).  
   Уравнение баланса энергии может быть записано в виде 

                   

uFquu ⋅+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ+

ρ
⋅−∇=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ+

ρ
∂
∂  nh uUu
t 

:π
22

22

 .  (3.17) 

Величина под знаком производной по времени представляет собой 

плотность энергии газа, где 2/2uρ  – кинетическая энергия еди-
ницы массы газа, а U  – средняя тепловая энергия единицы массы 
газа или удельная внутренняя энергия. Последняя  величина связа-
на со средней энергией единицы объема газа, введенной в парагра-
фе 1.9, соотношением EnU =ρ . Как следует из выражения (1.47), 

величина En  содержит в общем случае вклады, учитывающие 
энергию как поступательных, так и внутренних степеней свободы 
молекул. 
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   В выражении в квадратных скобках (под знаком дивергенции) в 
правой части уравнения (3.17) содержатся: вектор плотности пото-
ка энергии, а также вектор теплового потока q , понятие о котором 
мы ввели ранее. Фигурирующий здесь же член uπ : , соответст-
вующий диссипации энергии при наличии сил вязкого трения, в 
тензорных обозначениях записывается как srsuπ , где по повто-
ряющимся индексам подразумевается суммирование. Заметим, что 
в выражение для плотности потока энергии, помимо обычного чле-

на ( )u 22uρ , входит плотность потока энтальпии uhρ , где удель-
ная энтальпия определена известным выражением [2] 

                                     
ρ

+=
pUh   .                                           (3.18) 

   Тот факт, что в выражении для плотности потока энергии фигу-
рирует удельная энтальпия h , а не просто удельная внутренняя 
энергия U , имеет простой физический смысл. Рассмотрим для это-
го интегральное представление уравнения  энергии, опустив  для 
простоты в (3.17) члены, связанные с учетом π , q  и F . Интегри-
руя (3.17) слева и справа по объему и используя теорему Гаусса-
Остроградского, получаем 

           ∫∫∫ −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+ρ−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ρ+

ρ

SSV

dpdUudVUu
dt
d SuSu

22

22

 . 

Первый член справа есть энергия (кинетическая и внутренняя), не-
посредственно переносимая в единицу времени массой газа, выте-
кающего через замкнутую поверхность. Второй член представляет 
собой работу, производимую силами давления над газом, заклю-
ченным внутри поверхности. 
   Используя уравнение непрерывности (3.13) и уравнение движе-
ния (3.16), можно преобразовать (3.17) к уравнению для изменения 
удельной внутренней энергии газа. 

            0: =∇+⋅∇+⋅∇+ρ uπuq p
dt

dU
                   (3.19) 

или, с учетом соотношения (1.53), к уравнению для изменения тем-
пературы 
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       0: =∇+⋅∇+⋅∇+ρ uπuq p
dt
dTcV   ,            (3.20) 

где MCc VV /= – удельная теплоемкость газа при постоянном объ-
еме, mNM A= – молярная масса газа. 
   Если использовать определение энтальпии (3.18) и соотношение  

dTcdh p= , где pc – удельная теплоемкость при постоянном дав-
лении, то возможна еще одна форма записи уравнения (3.20) 

         0: =∇+⋅∇+⋅∇+
∂
∂

−ρ uπuq p
t
p

dt
dTcp  .           (3.21) 

 
3.3. Внутреннее трение и теплопроводность 
 
   Для того чтобы замкнуть уравнения сохранения, необходимо свя-
зать тензор вязких напряжений π  с пространственной неоднород-
ностью скорости среды, поскольку именно по этой причине возни-
кает необратимый перенос импульса от одних частей газа к другим. 
То же самое относится и к тепловому потоку q , который возникает 
при наличии в газе пространственной неоднородности температу-
ры.  
   Рассмотрим вопрос о внутреннем трении или вязкости в газе на 
примере следующей модельной задачи (течение Куэтта). Пусть 
газ находится между двумя параллельными пластинами бесконеч-
ных размеров (рис. 3.3). Нижняя пластина неподвижна и находится 
в плоскости yz  (ось Z  направлена к нам перпендикулярно плоско-
сти чертежа). Верхняя пластина расположена на расстоянии hx =  
от нее и движется со скоростью 0u  параллельно нижней в направ-
лении оси Y .  
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Опыт показывает, что при выполнении условия d<<λ  (малые 
числа Кнудсена) прилегающий к верхней пластине тонкий слой 
газа движется практически с той же скоростью, что и сама пласти-
на, а слой, прилегающий к нижней, будет неподвижен. Таким обра-
зом, в газе возникает вертикальное распределение скорости тече-
ния газа )(xu y . Из уравнения движения (3.16) для стационарного 
движения газа при условии =p const и в отсутствие внешних сил 
следует 0=∂π∂ xyx  или =π  yx const. Это означает, что вдоль оси 
X  существует постоянный по величине поток импульса. С ним и 
связано возникновение силы трения между слоями.  
   С молекулярной точки зрения происхождение сил внутреннего 
трения можно объяснить следующим образом. Благодаря движе-
нию газа вдоль оси Y , его молекулы наряду с хаотическим тепло-
вым движением (скорость которого в любом выбранном направле-
нии при усреднении обращается в нуль) обладают скоростью упо-
рядоченного движения и соответствующим ему импульсом 

)(xmu y . Рассмотрим произвольную плоскость AB , параллельную 
плоскости пластин и расположенную на высоте x , которая разде-
ляет пространство между ними на две области (см. рис. 3.3). Моле-
кулы, лежащие над плоскостью AB , обладают бόльшим импуль-
сом упорядоченного движения, чем молекулы, расположенные под 
ней. Благодаря тепловому движению молекулы верхнего слоя мо-
гут переходить в нижний слой и передавать в результате столкно-

X  

Y  

A  B  
h  

x  

Z  

0uu y =  

( )xu y  

0=yu  

Рис. 3.3 
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вений часть своего упорядоченного импульса более медленно дви-
жущимся молекулам слоя. Это проявляется в том, что газ, распо-
ложенный ниже этой плоскости, подвергается действию силы yxF , 

направленной в сторону скорости yu . Наоборот, более медленные 
молекулы, попадая из нижнего слоя в верхний, при столкновениях 
отнимают часть упорядоченного импульса молекул, расположен-
ных над плоскостью AB . В результате газ в верхнем слое испыты-
вает тормозящую силу )( yxF− , направленную против скорости 

yu . Эти силы и являются силами внутреннего или вязкого трения. 
Они направлены по касательной к поверхности раздела между 
двумя соприкасающимися слоями и вызывают сдвиг одного слоя 
относительно другого. 
   По самому смыслу определения касательного напряжения 

 yxP (или, что то же самое, тензора вязких напряжений  yxπ ) оно 
равно отношению силы  yxF , приложенной по касательной  к пло-

щади S  между слоями, к величине этой площади, т.е. 
SFyxyx   =π . 

   Рассматриваемый пример наглядно подтверждает, что процесс 
внутреннего трения в газе (и жидкости) возникает только в тех 
случаях, когда различные участки газа движутся с различными 
скоростями, поэтому тензор rsπ  должен зависеть от производных 
от скорости по координатам. Если градиенты скорости не очень 
велики, то достаточно хорошим приближением оказывается линей-
ная зависимость rsπ  от первых производных sr xu ∂∂ . В нашем 
конкретном примере имеем линейное соотношение вида 

                                           
dx

du y
yx η−=π   ,                                  (3.22) 

которое соответствует закону Ньютона для  внутреннего трения.  
Здесьη – коэффициент вязкости, знак минус означает, что перенос 
импульса направлен в сторону уменьшения скорости. Заметим, что 
в условиях рассматриваемого нами случая =π yx const и 
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=dxdu y const. Это означает, что скорость yu  меняется в про-
странстве между пластинами по линейному закону, т.е.  

                    ( ) 0 uhxuy =        , huyx 0η=π .                         (3.23) 
   Наиболее общее линейное соотношение для тензора  вязких на-
пряжений имеет вид [4] 

     rsrs S 2η−=π  ,    u⋅∇δ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

= rs
r

s

s

r
rs x

u
x
u

S
3
1

2
1

 .       (3.24) 

Величина rsS соответствует так называемому тензору скоростей 
сдвига, а коэффициент η  называют иногда сдвиговой вязкостью 
(другое название, принятое в гидродинамике, – динамическая вяз-
кость). Структуру тензора rsS  можно объяснить следующим обра-
зом [4]. Очевидно, например, что тензор rsπ  должен обращаться в 
нуль в том случае, когда газ как целое совершает равномерное 
вращение, поскольку при таком движении газа внутреннее трение в 
нем отсутствует. При равномерном вращении с угловой скоростью 
ω , скорость u  равна векторному произведению rω× . При таком 
определении скорости линейными комбинациями производных 

sr xu ∂∂  являются суммы  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

r

s

s

r
x
u

x
u

, поэтому rsπ ~ rsS  дол-

жен содержать именно эти симметричные комбинации производ-
ных. Наличие в выражении (3.24) члена с множителем rsδ  связано 

с тем, что тензор rsπ  в силу своего определения должен обра-
щаться в нуль при свертывании (т.е. при суммировании компонент 
с sr = ). 
   Подставляя соотношение для rsπ  (3.24) в уравнение (3.16) и 
предполагая, что коэффициент вязкости η  является постоянной 
величиной, получаем 

              Fuuu   
3
1 np

dt
d

+⋅∇∇η+Δη+−∇=ρ  ,             (3.25) 

где 
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                                   2

2

2

2

2

2

zyx ∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
≡Δ    

соответствует оператору лапласиана. Уравнение (3.25) называется 
уравнением Навье-Стокса. В приближении несжимаемой жидкости 
( =ρ const) из уравнения непрерывности (3.13) имеем 0=⋅∇ u , и в 
отсутствие внешних сил уравнение движения вязкого газа прини-
мает традиционный вид    

                           uu
Δη+−∇=ρ  p

dt
d

 .                                (3.26) 

   Рассмотрим в качестве примера применения уравнения (3.26) 
стационарное медленное течение газа между двумя неподвижными 
плоскостями (с расстоянием между ними равным h ) при наличии 
продольного градиента давления (течение Пуазейля). Координаты 
выберем как и в предыдущем примере, направление оси Y  совпа-
дает с направлением движения газа. Поскольку продольная компо-
нента скорости yu  зависит только от x , используя (3.26) , получа-
ем 

                     2

2

x

u
y
p y

∂

∂
η=

∂
∂

 ,         0=
∂
∂

x
p

  .                       (3.27) 

Из второго уравнения (3.27) следует, что давление не меняется 
вдоль оси x . Тогда в первом уравнении слева стоит функция только 
от переменной y , а справа – только от x . Такое соотношение мо-
жет иметь место лишь в том случае, если =dydp const. Решение 

первого из уравнений при граничных условиях: 0=yu  при 0=x  
и hx = , приводит тогда к результату 

                      ( )hxx
dy
dpu y −

η
=

2
1

 .                              (3.28) 

Таким образом, скорость газа в рассматриваемом случае меняется 
по сечению канала по параболическому закону, достигая максиму-
ма в его средней части. Заметим, что в отличие от предыдущего 
примера касательные напряжения между слоями или yxπ оказы-
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ваются не постоянными, а меняются поперек потока по линейному 
закону. Сила трения, действующая на неподвижную стенку равна 

dy
dph

dx
u

x
y

yx 20 =
∂

η−=π = . 

   Обратимся теперь к вопросу о переносе тепла в газе. Необрати-
мый перенос энергии в газе возникает, если температура газа в раз-
ных местах оказывается различной. На молекулярном уровне это 
можно объяснить тем, что различными в этом случае оказываются 
средние значения тепловой энергии молекул в этих местах. Выде-
лим в газе произвольную плоскую поверхность, разделяющую об-
ласти с более высокой и более низкой температурой. В результате 
хаотического движения частиц из более нагретой области в менее 
нагретую будут переноситься частицы, обладающие в среднем бо-
лее высокой энергией, чем частицы, переносимые в обратном на-
правлении. Если относительное изменение температуры в газе не 
слишком велико, плотность потока энергии или тепловой поток xq  
в направлении x , перпендикулярном выделенной поверхности, 
оказывается связанными с пространственной производной от тем-
пературы линейным соотношением  

                                 
dx
dTqx κ−=  ,                                  (3.29) 

 где κ – коэффициент  теплопроводности. Величина dxdT  пред-
ставляет собой проекцию градиента температуры на направление 
x . Общее линейное соотношение для  вектора теплового потока q  
имеет вид (закон Фурье) 

                                  T∇κ−=  q  .                                  (3.30) 
Знак минус в этом соотношении означает, что перенос энергии на-
правлен в сторону уменьшения температуры. 
   Если подставить соотношение (3.30) в уравнение энергии (3.21) и 
пренебречь диссипацией энергии за счет сил вязкого трения, то в 
приближении несжимаемой жидкости уравнение, описывающее 
изменение температуры в газе, принимает вид 

                               T
t
p

dt
dTc p Δκ=

∂
∂

−ρ    .                             (3.31) 
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В неподвижном газе tTdtdT ∂∂= , а давление p  можно считать 
постоянным. Тогда уравнение (3.31) переходит  в известное урав-
нение теплопроводности или уравнение Фурье 

                              T
t

T
Δχ=

∂
∂   ,                                    (3.32) 

где pc ρκ=χ – коэффициент температуропроводности.  
   Уравнение теплопроводности (3.32) относится к уравнениям, ко-
торые в математической физике называются уравнениями парабо-
лического типа. Решения этого уравнения при задании конкретных 
начальных и граничных условий описывают временное и про-
странственное распределение температуры в среде при наличии 
переноса тепла за счет теплопроводности. Анализ решений приво-
дит, в частности, к следующему результату. Пусть газ в начальный 
момент оказывается неравномерно нагретым и занимает объем, ха-
рактерный размер которого равен L . Тогда можно утверждать, что 
порядок величины времени τ , в течение которого произойдет за-
метное выравнивание температуры в различных точках этого объ-
ема, равен 

τ ~
χ

2L
 . 

Это означает, что время τ , которое можно назвать временем релак-
сации для процесса теплопроводности, пропорционально квадрату 
характерного размера задачи и обратно пропорционально коэффи-
циенту температуропроводности газа. 
 
3.4. Уравнения сохранения в газовой смеси  
 
   В основу вывода уравнений сохранения для произвольной много-
компонентной газовой смеси могут быть положены уравнения ба-
ланса массы, импульса и энергии для отдельного компонента сме-
си. Уравнение непрерывности (уравнение сохранения числа час-
тиц) для отдельного компонента записывается в этом случае в виде 

                                          αα
α ⋅−∇=

∂
∂

un
t

n 
 .                              (3.33) 

 Ему соответствует уравнение сохранения массы компонента 
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                                        αα
α ρ⋅−∇=

∂
ρ∂

u
t

 
 .                                (3.34) 

Здесь αn  и ααα =ρ nm – плотность числа частиц (число частиц в 
единице объема) и массовая плотность компонента α  соответст-
венно, αu – макроскопическая (упорядоченная) скорость частиц 
сорта α , определяемая выражением  

                            ∫ ααα
α

α = vvu df
n
1  .                             (3.35) 

   Уравнение сохранения массы для смеси в целом получается сум-
мированием уравнения (3.34) по всем компонентам 

                                      uρ⋅−∇=
∂

ρ∂
t

 
 .                                  (3.36) 

Здесь ∑
α

αρ=ρ – массовая плотность смеси, а среднемассовая ско-

рость смеси u  определена  как 

                                    ∑
α

ααρ
ρ

= uu 1
.                                   (3.37) 

Структура уравнений  движения и энергии для газовой смеси по-
добна структуре обсуждавшихся выше уравнений сохранения для 
простого газа. В основе их вывода лежат уравнения баланса им-
пульса и энергии для отдельного компонента. При этом следует 
иметь в виду некоторое отличие в определении ряда макроскопиче-
ских величин в уравнениях для отдельных компонентов и для сме-
си в целом. 
   Рассмотрим в качестве примера уравнение баланса импульса для 
компонента α , которое по аналогии с уравнением (3.15) для про-
стого газа можно представить в виде 

         ( ) αααααα
∗
α

αα ++ρ+⋅−∇=
∂
ρ∂ RFuuPu n

t
 

.            (3.38) 

Здесь αF – внешняя сила, действующая на частицу сорта α . По 
сравнению со случаем простого газа здесь существенно присутст-
вие в правой части (3.38) величины αR , которая представляет со-
бой среднее значение импульса, передаваемого при столкновениях 
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частиц сорта α  с частицами других сортов. Вычисление этой вели-
чины при определенных предположениях относительно вида функ-
ции распределения частиц будет рассмотрено нами позднее (см. 
главу 4).     
   Фигурирующий в уравнении (3.38) парциальный тензор напря-
жений ∗

αP  определен относительно системы отсчета, скорость ко-

торой равна макроскопической скорости компонента αu . При за-
писи его с помощью функции распределения молекул сорта α  по 
скоростям αf  выражение для этой величины принимает вид 

( )( ) ααααααα
∗
α ∫ −−= vuvuvP dfm  . 

При переходе к уравнению сохранения импульса для газовой смеси 
в целом оказывается более целесообразным использовать выраже-
ния для парциальных тензоров напряжений, определенных в сис-
теме отсчета, связанной со средне-массовой скоростью смеси u  
(3.37), так что 

                 ( )( ) αααααα ∫ −−= vuvuvP dfm  .                          (3.39) 

 (Именно такое определение принято в обычной кинетической тео-
рии газовых  смесей [10,11]) . 
Рассматриваемые величины связаны очевидным соотношением 

                        ααα
∗
αα ρ+= wwPP  ,                                 (3.40) 

где uuw −= αα – диффузионная скорость частиц сорта α , опре-
деляемая в системе отсчета, движущейся со среднемассовой скоро-
стью. В результате  уравнение (3.38) можно переписать в виде 
                                

        ( )[ ] ααααααα
αα ++−+ρ+⋅−∇=

∂
ρ∂ RFuuuuuuPu n

t 
 .          (3.38') 

Суммирование уравнений (3.38') по всем компонентам с учетом 
(3.37) приводит к результату 

                      ( ) ∑
α

αα+ρ+⋅−∇=
∂
ρ∂ FuuPu n 
t 

  .                     (3.41) 

При этом использовано условие 
                                   ∑

α
α = 0R  ,                                            (3.42) 
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которое для смеси в целом следует из законов сохранения импуль-
са в столкновениях частиц. С помощью уравнения непрерывности 
уравнение (3.41) легко преобразуется к виду  

                n p
dt
d 0=−⋅∇+∇+ρ ∑

α
ααFπu

.                        (3.43) 

Здесь использовано обычное определение тензора напряжений  
                                   πIP += p ,                                        (3.44) 

 где давление p  и  тензор вязких напряжений π  газовой смеси 
определяются суммированием по α  соответствующих парциаль-
ных величин. 

                      ∑
α

α= pp  ,    ∑
α

α= ππ  .                                 (3.45) 

Уравнение (3.43) носит название уравнения движения газовой сме-
си. 
   Аналогичным образом на основе уравнения баланса энергии от-
дельного компонента с последующим суммированием по индексу 
α  может быть получено уравнение сохранения энергии для газо-
вой смеси. Мы запишем его сразу в виде уравнения для изменения  
удельной внутренней энергии газовой смеси [9,10] 

               0:π =⋅−∇+⋅∇+⋅∇+ρ ∑
α

ααα Fwuuq np
dt

dU  ,           (3.46) 

где 

                 EnEnU
ρ

=
ρ

= α
α

α∑ 11  .                         (3.47) 

При этом  средняя тепловая энергия единицы объема газовой смеси  
En  определена выражением (1.79). Тепловой поток в смеси q  

находится суммированием соответствующих парциальных  вели-
чин. 

                              ∑
α

α= qq  .                                        (3.48) 

Парциальные тепловые потоки (без учета внутренних степеней 
свободы молекул) определены при этом как     

                            αααααα ∫= ccq dfcm 2

2
1

 .                              (3.49) 
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Если учитываются внутренние степени свободы молекул, то [2] 

               ( ) αααααααααα ∑∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ccq dEcf Ecmm i

i
i ,

2
1

2
1 2  .     (3.49') 

Заметим, что αq  (3.49) обращается в нуль, если αf  соответствует 
равновесной или локально-равновесной максвелловской функции 
распределения. 
   Уравнения сохранения (3.43) и (3.46) несколько упрощаются, ес-
ли силы, действующие на любую частицу газовой смеси, пропор-
циональны массе частицы. Например, при gF αα = m  имеем 

gF ρ=α
α

α∑n , а последний член в левой части (3.46) обращается в 

нуль благодаря выполнению условия (3.58) (см. следующий пара-
граф) Записывая вместо (3.46) уравнение для изменения темпера-
туры T , приходим к полной системе уравнений сохранения смеси 
в виде 

                                      0=ρ⋅∇+
∂
ρ∂ u
t

,                              (3.50) 

                              p
dt
d 0=ρ−⋅∇+∇+ρ gπu

,                      (3.51)                   

0: =∇+⋅∇+⋅∇+ρ uπuq p
dt
dTcV ,             (3.52) 

 где MCc VV /= - удельная теплоемкость смеси при постоянном 
объеме, nNmNM AA ρ== . Молярная теплоемкость смеси в об-
щем случае определяется выражением (1.81) главы 1. Для того что-
бы замкнуть систему уравнений (3.50) –(3.52) необходимо допол-
нить ее уравнением состояния  смеси идеальных газов 

                         RT
M

Tk
m

p ρ
=

ρ
=  ,                              (3.53) 

а также линейными соотношениями для тензора вязких напряже-
ний смеси rsπ  и  теплового потока q .  

   Для тензора rsπ  линейное соотношение имеет формально тот же 
вид (3.24), что и в случае простого газа,  т.е. 

                              srrs S 2η−=π  ,                                   (3.54) 
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где вязкость смеси η  определяется суммой парциальных вязкостей 
компонентов (не путать с вязкостью чистых компонентов) 

                                     ∑
α

αη=η  .                                  (3.55) 

Тепловой поток q  в случае смеси имеет более сложную структу-
ру, чем в случае простого газа. Мы вернемся к обсуждению этого 
вопроса в параграфе 3.6. 
 
3.5. Диффузия в газовой смеси 
 
   Важным отличием газовой смеси от простого газа является то, 
что наряду с необратимым переносом импульса и энергии в ней 
имеет место необратимый перенос массы, связанный с диффузией 
компонентов. Говорят, что два компонента газовой смеси диффун-
дируют относительно друг друга, если макроскопические скорости 
компонентов отличаются, т.е. если разность 21 uu −  не равна ну-
лю.  
   Процесс диффузии компонентов смеси удобно характеризовать, 
вводя понятие диффузионного потока частиц сорта α , который 
выражается через макроскопическую скорость частиц данного сор-
та, определяемую в системе отсчета, движущейся с некоторой 
средней скоростью смеси как целого. При рассмотрении диффузии 
обычно вводятся две такие системы отсчета. Одна из них связана 
со среднемассовой скоростью смеси u , (см. выражение (3.37)) 
Массовый диффузионный поток частиц сорта α  определяется в 
этом случае как 

                        ( ) ααααα ρ=−ρ= wuuJ  .                         (3.56) 
С помощью функции распределения эта величина записывается  в  
виде 

                               ∫ ααααα = ccJ dfm .                              (3.57) 

 В силу определения среднемассовой скорости (3.37) потоки αJ  
удовлетворяют условию 

                             0=ρ= ∑∑
α

αα
α

α wJ  .                            (3.58) 
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   Другая система отсчета может быть связана с так называемой 
средней молярной скоростью 

                             ∑
α

αα= uu n
n

m 1
 .                                     (3.59) 

Соответствующий молярный диффузионный поток определяется  
выражением 

                                   ( )mm n uuJ −= ααα  .                               (3.60) 
Массовый диффузионный поток αJ  входит, как мы видели, в сис-
тему уравнений сохранения смеси, и его удобно поэтому использо-
вать при решении общих газодинамических задач. Использование 
диффузионного потока m

αJ  оказывается более удобным для описа-
ния процессов диффузии и переноса тепла в покоящемся газе или в 
случае медленных течений газовых смесей.    
   Далее для простоты будем рассматривать случай лишь двухком-
понентной (бинарной) газовой смеси. Введем определения относи-
тельных концентрации компонентов в смеси. Молярные концен-
трации компонентов 1 и 2 определяются как 

                              
n
nx 1

1 =  ,      12 1 xx −=  ,                            (3.61) 

а массовые концентрации как 

                                
ρ
ρ

= 1
1c    ,  12 1 cc −=  .                             (3.62) 

   Заметим, что концентрации αc  и αx  связаны  соотношением 

                         ∑
β

ββ

αα
α =

xm
xm

c            ( 2 ,1, =βα ) .                       (3.63) 

Нетрудно убедиться, что молярные диффузионные потоки компо-
нентов смеси в нашем случае можно представить  в виде 
 

   ( ) ( )2121111 uuuuJ −=−= xnxn mm ,        mm
12 JJ −= ,            (3.64) 

 
а массовые диффузионные потоки  в виде 
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      ( ) ( )2121111 uuuuJ −ρ=−ρ= cc ,                  12 JJ −=  .            (3.65) 

 
Как видно, и тот и другой диффузионные потоки выражаются через 
разности макроскопических скоростей компонентов.  
Приведем еще одно полезное соотношение, следующее из (3.63) ,  

                               212

2

2121 xxnmmcc
ρ

=    .                                                    (3.66) 

Тогда с учетом определений (3.64) и (3.65) находим, что диффузи-
онные потоки 1J  и m

1J  связаны как 

                     m

xnx
cc

1
21

21
1 JJ

ρ
= mmnm

1
21 J

ρ
=  .                          (3.67) 

   Полезно пояснить еще раз физический смысл введенных нами 
величин на примере молярных потоков в смеси. Потоками частиц в 
этом случае мы называем для краткости плотности потоков час-
тиц, т.е. число частиц данного сорта, пересекающих единичную 
поверхность в единицу времени. Для молярных потоков компонен-
тов 11un  и 22un  в соответствии с определениями (3.59) и (3.60) 
можно записать выражения 

        mmxnn 1111  Juu +=  ,      mm xnn 2222  Juu +=  .          (3.68) 
Это означает, что молярный поток компонента складывается из 
конвективного переноса частиц данного сорта вместе с потоком 
газовой смеси как целого (который пропорционален относительной 
концентрации компонента в смеси) и диффузионного переноса час-
тиц данного сорта. Аналогичные соображения справедливы и при 
анализе выражений для массовых потоков компонентов. 
   Если относительное изменение плотности данного компонента в 
газе не слишком велико, для молярного диффузионного потока 
можно записать линейное соотношение, связывающее его с гради-
ентом парциальной плотности компонента 

                         1121 nDm ∇−=J                                        (3.69) 
или, если плотность числа частиц смеси n  постоянна, 

                        1121 xnDm ∇−=J  .                                    (3.70) 
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Коэффициент 12D  называется коэффициентом бинарной или вза-
имной диффузии. Знак минус в этих выражениях означает, что пе-
ренос вещества (диффузия компонента) происходит в сторону па-
дения концентрации. Соотношение (3.70) иногда называют первым 
законом Фика.  
   В общем случае диффузионный поток может линейно зависеть 
также от градиента давления (бародиффузия) и градиента темпера-
туры (термодиффузия). В частности, для бинарной смеси газов 

общее выражение для m
1J , которое обосновывается как методами 

термодинамики необратимых процессов [9], так и строгой кине-
тической теорией [1,10,11], может быть представлено в виде  

            [ ] [ ]TkpkxDn Tp
m lnln 11121 ∇+∇+∇−=J  .             (3.71) 

Коэффициенты pk  и Tk  носят название бародиффузионного и 
термодиффузионного отношения. Более подробно соответствую-
щие выражения для этих коэффициентов будут обсуждаться  в гла-
ве 6. 
   Используем теперь уравнение непрерывности (3.33). Записывая 
его для компонента 1 и  учитывая  соотношение (3.68), имеем 

                       )( 11
1 mmn
t
n Ju +⋅−∇=

∂
∂

 .                            (3.72) 

Полагая 11 nxn = , можно исключить в этом уравнении производ-
ную по времени tn ∂∂  с помощью уравнения непрерывности для 
смеси в целом, которое для молярных переменных имеет вид 

                                   mn
t
n u⋅−∇=

∂
∂

 .                                (3.73) 

После подстановки в полученное уравнение выражения для диффу-
зионного потока (3.70), приходим к результату 

                       1121
1   xDx
t
x m Δ=∇⋅+

∂
∂ u  .                           (3.74) 

Если молярный перенос газовой смеси как целого отсутствует 

( 0=mu ), получаем 
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                                  112
1   xD
t
x

Δ=
∂

∂
 .                                 (3.74') 

Уравнение (3.74') называют вторым законом Фика. 
   Аналогичные уравнения могут быть получены и при использова-
нии массового диффузионного потока 1J . Используя соотношение 
(3.66), имеем                                             

                                  112

2

211 xDnmm ∇
ρ

−=J  .                             (3.75) 

Выражая градиент 1x∇  через градиент 1c∇  с помощью (3.63), при-
ходим к соотношению 
                                              1121 cD ∇ρ−=J   ,                              (3.76) 

 
которое аналогично первому закону Фика (3.70), но записывается  в 
массовых, а не в молярных переменных. Если подставить теперь 

1J  в уравнение непрерывности в форме (3.34) и исключить из него 
производную t  ∂ρ∂  с помощью уравнения непрерывности для 
смеси в целом (3.35), то приходим к уравнению 

                               112
1 cD
t
c 

Δ=
∂

∂
                                         (3.77) 

 
с тем же самым коэффициентом бинарной диффузии 12D . Здесь 
для простоты предполагается, что 0=u . Уравнение (3.77) имеет, 
очевидно, ту же форму, что и уравнение (3.74'), но записывается в 
других переменных ( 1c  вместо 1x ). 
   Заметим, что уравнения (3.77) и (3.74'), как и уравнение тепло-
проводности (3.32), относятся к уравнениям параболического типа. 
Используя аналогию с результатами, описывающими выравнива-
ние температуры в газе, можно утверждать, что изменение концен-
трации в газовой смеси, занимающей объем, характерный размер 
которого равен L , происходит по тому же закону. Это означает, 
что порядок величины времени τ , в течение которого произойдет 
заметное выравнивание  концентрации в различных точках этого 
объема, равен 
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12

2

D
L

D =τ   ,                                        (3.78) 

т.е. время Dτ , которое можно назвать временем релаксации для 
процесса диффузии, пропорционально квадрату характерного раз-
мера задачи и обратно пропорционально коэффициенту диффузии 
в газовой смеси. 
 
3.6. Тепловой поток в газовой смеси 
 
   Как уже отмечалось, выражение для теплового потока q  в слу-
чае смеси имеет более сложную структуру, чем в случае простого 
газа. Вклад в него, связанный с наличием градиента температуры, 
можно по аналогии с (3.29) представить как  

                                     TT ∇κ−=  q ,                                      (3.79) 
где теплопроводность смеси κ  равна сумме парциальных тепло-
проводностей компонентов   

                                         ∑
α

ακ=κ .                                    (3.80) 

   В общем случае, однако, вектор теплового потока содержит чле-
ны, зависящие также от диффузионных скоростей компонентов 
смеси. Один из этих вкладов возникает из-за выбора системы от-
счета, в которой рассматривается перенос тепла. В соответствии с 
общим определением теплового потока (3.48) и парциальных теп-
ловых потоков(3.49) скорости молекул, от которых  зависит функ-
ция распределения, определены относительно среднемассовой ско-
рости смеси u . Однако перенос тепла через некоторую поверх-
ность в газовой смеси, вызванный неоднородностью температуры, 
рассматривается обычно в условиях, когда число молекул, пересе-
кающих единичную поверхность в единицу времени с той и другой 
стороны, одинаково. Это означает, что эта часть теплового потока 
должна определяться относительно системы отсчета, движущейся 
со среднемолярной скоростью смеси mu . Для того чтобы опреде-
лять тепловые потоки относительно одной выбранной системы от-
счета, необходимо установить связь между различными представ-
лениями потоков. 
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   Будем исходить из следующего общего определения величин, 
усредненных на функции распределения, 

ααα
α

α ∫= vdfF
n

F 1
 . 

Определяя парциальный тепловой поток компонента α  относи-
тельно среднемолярной  скорости смеси, имеем 

                   
( )( )

( )( )    

mmm

2

2

2
1

2
1

ucuc

uvuvq

Δ−Δ−ρ=

=−−ρ=

ααα

αααα
 .           (3.81) 

Здесь введены обозначения uvc −= αα  и  uuu −=Δ m . 
Преобразуем выражение (3.81), полагая, что uΔ  мало и поэтому 
можно пренебречь квадратичными относительно этой величины 
членами. В результате (3.81) принимает вид 

 uucccq  
2
1 

2
1 22 Δρ−Δρ−ρ= ααααααααα ccm  . 

Первый член справа есть обычный вектор парциального теплового 
потока αq , определяемый в системе отсчета, движущейся со ско-

ростью u . Величину ααcc  можно с хорошим приближением 
заменить средним значением 0ααcc , вычисляемым на максвел-

ловской функции распределения, т.е. Icc ααα = p0 . На-
конец, коэффициент перед u Δ  в последнем члене в соответствии с 
определением средней энергии частиц сорта α  в единице объема 
газа равен ( ) αp23 . В итоге имеем 

                                   uqq Δ−= ααα pm

2
5

 .                                 (3.82) 

Прежде чем просуммировать (3.82) по α , заметим, что 

                         ( ) ∑∑∑
α

αα
α

αα
α

α =−=Δ wuuu ppp . 

В результате 
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                           ∑
α

α= qq ∑
α

αα+= wq pm

2
5

                (3.83) 

или 

                         ∑
α

αα+∇κ−= wq nkTT
2
5

 .                   (3.84) 

Фактически это означает, что при таком определении теплового 
потока в смеси газов дополнительно к обычному переносу тепла за 
счет градиента температуры возникает перенос, связанный с диф-
фузией компонентов смеси, причем каждая молекула несет в сред-
нем ( )kT25  тепловой энергии. Выражение (3.84) справедливо, во-
обще говоря, для газовой смеси одноатомных газов. При наличии у 
молекул внутренних степеней свободы соответствующее обобще-
ние рассмотренного выше вывода приводит к результату 

                        ∑
α

ααα ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε++∇κ−= wq pT

2
5

  ,                   (3.85) 

где αε  определено выражением (1.80). 
   Еще один вклад в тепловой поток, следующий из известных ре-
зультатов неравновесной термодинамики [9] и строгой кинетиче-
ской теории [10,11], оказывается перекрестным по отношению к 
термодиффузионному вкладу в выражении для диффузионного по-
тока. В частности, для бинарной газовой смеси окончательное вы-
ражение для теплового потока принимает вид [11]. 

( ) ( )2122112
5 wwwwq −+++∇κ−= TpknnkTT ,    (3.86) 

где Tk – термодиффузионное отношение, которое уже вводилось 
нами при определении диффузионного потока (3.71). То обстоя-
тельство, что коэффициент при градиенте температуры в выраже-
нии для диффузионного потока и коэффициент при разности диф-
фузионных скоростей в выражении для теплового потока пропор-
циональны одному и тому же кинетическому коэффициенту Tk , 
оказывается прямым следствием выполнения известных соотно-
шений симметрии Онзагера. Эти соотношения являются одним из 
важных исходных положений неравновесной термодинамики [9]. 
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ГЛАВА 4.  СТОЛКНОВЕНИЯ ЧАСТИЦ В ГАЗЕ И ПЛАЗМЕ 
 
   Условия идеальности газа и плазмы предполагают, что основную 
часть времени составляющие их частицы проводят в свободном 
движении и взаимодействуют лишь в короткие моменты их сбли-
жения (столкновения). При описании столкновений нейтральных 
частиц между собой и заряженных частиц с нейтральными это со-
ответствует возможности рассматривать лишь парные соударения 
частиц, когда взаимодействие с другими окружающими частицами 
не влияет на характер столкновения выбранной пары. Для взаимо-
действия заряженных частиц в плазме, которое является дально-
действующим, концепция парного столкновения может быть вве-
дена лишь с известными допущениями. Этот вопрос мы обсудим 
ниже в соответствующем параграфе настоящей главы. 
   Столкновения частиц в газе и плазме играют решающую роль в 
установлении равновесных распределений частиц по их скоростям 
и внутренним состояниям. В обычном одноатомном газе оказыва-
ются существенными лишь упругие столкновения атомов, в ре-
зультате которых скорости их движения меняются как по величине, 
так и по направлению, но суммарные импульс и кинетическая 
энергия пары взаимодействующих частиц при этом сохраняются. 
Следствием этого является установление равновесного максвеллов-
ского распределения частиц по скоростям. В газе, образованном из 
двухатомных и многоатомных молекул, наряду с изменением ско-
рости частиц происходят изменения внутреннего состояния моле-
кул, обусловленные наличием у них вращательных и колебатель-
ных степеней свободы. В этом случае наряду с упругими имеют 
место неупругие столкновения частиц, сопровождающиеся перехо-
дом части поступательной энергии молекул в энергию их внутрен-
него движения. Равновесному состоянию такого газа соответствует 
максвелл-больцмановское распределение по скоростям и внутрен-
ним энергиям молекул, которое рассматривалось нами в главе 1. В 
результате химических реакций (например, диссоциации молекул) 
в дополнение к рассмотренным эффектам может изменяться рас-
пределение частиц по сортам. Столкновения частиц в этом случае 
являются  существенно неупругими. 
   Элементарные процессы в плазме, соответствующие упругим и 
неупругим столкновениям с участием атомов, молекул, ионов и 
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электронов, а также фотонов, оказываются гораздо более многооб-
разными, чем в обычном газе. Многие из этих процессов (особенно 
неупругие столкновения) определяют характер равновесных и не-
равновесных распределений связанных и свободных частиц плаз-
мы. Именно неупругими столкновениями частиц в плазме опреде-
ляются такие процессы как возбуждение и девозбуждение атомов и 
молекул, ионизация и рекомбинация, ионно-молекулярные реакции 
и т.п.. 
   При анализе явлений переноса в газах и плазме основное внима-
ние уделяется рассмотрению упругих столкновений частиц. Это 
связано с тем, что именно упругие столкновения вносят основной 
вклад в определение эффективных сечений рассеяния частиц и ха-
рактерных макроскопических частот столкновений, которыми и 
определяются в конечном счете значения коэффициентов переноса. 
Поэтому ниже рассматривается динамика упругих атом-атомных  и 
ион-атомных столкновений, а также кулоновских столкновений 
заряженных частиц (электронов и ионов). Ко всем этим случаям (за 
исключением случая резонансной перезарядки иона на собствен-
ном атоме) оказываются полностью применимыми классические 
методы расчета соответствующих сечений рассеяния. Для процес-
сов столкновений частиц с участием молекул вклад неупругих про-
цессов в суммарное сечение рассеяния часто оказывается малым по 
сравнению с упругими столкновениями, поэтому в ряде случаев к 
их описанию также оказываются приближенно применимыми рас-
сматриваемые ниже результаты. Конкретные ситуации, где учет 
неупругих процессов при столкновении молекул оказывается важ-
ным, будут оговорены  позднее.  
   При анализе электронных свойств переноса в слабоионизованной 
плазме особую роль играют сечения электрон-атомных и электрон- 
молекулярных столкновений. Хотя общие уравнения сохранения 
импульса и энергии при столкновениях частиц оказываются спра-
ведливыми и в этом случае, расчет соответствующих сечений рас-
сеяния возможен лишь на основе квантово-механического рас-
смотрения. Другой способ состоит в использовании эксперимен-
тально определяемых зависимостей эффективных сечений рассея-
ния электронов на атомах и молекулах от энергии налетающего 
электрона.  
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4.1. Динамика упругого парного столкновения  частиц 
 
   Общие закономерности упругого столкновения частиц могут 
быть рассмотрены на основе законов сохранения импульса и энер-
гии системы частиц без учета конкретного вида взаимодействия 
между ними. Для парного столкновения частиц разного сорта с 
массами 1m  и 2m  соответствующие законы сохранения записыва-
ются в виде 

             22112211 vvvv ′+′=+ mmmm   ,                           (4.1)                   

2
22

2
11

2
22

2
11 2

1
2
1

2
1

2
1 vmvmvmvm ′+′=+ ,                        (4.2) 

где штрихом отмечены значения скоростей после столкновения. 
При этом понятия “до” и “после” столкновения соответствуют на-
чальному и конечному этапу свободного движения частиц, когда 
влияние взаимодействия частиц на их движение оказывается несу-
щественным. 
   Удобно ввести скорость центра масс пары частиц, которая оста-
ется постоянной в процессе столкновения, 

                       
21

2211

21

2211
mm
mm

mm
mm

+
′+′

=
+
+

=
vvvv

G                       (4.3) 

и относительные скорости частиц до и после столкновения  
                     12 vvg −=  ,  12 vvg ′−′=′  .                                 (4.4) 

В этих переменных 
             gGv 12111 μ−= mm ,           gGv ′μ−=′ 12111 mm , 
             gGv 12222 μ+= mm ,           gGv ′μ+=′ 12222 mm  .      (4.5) 
Здесь      

                                       
21

21
12 mm

mm
+

=μ  –                                    (4.6) 

приведенная масса частиц, участвующих в столкновении. 
   Подстановка соотношений (4.5) в уравнение (4.2) дает 

        ( ) 2
12

2
21 2

1 
2
1 gGmm μ++ = ( ) 2

12
2

21 2
1 

2
1 gGmm ′μ++  . 
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Кинетическая энергия центра масс остается неизменной, а равенст-
во кинетической энергии относительного движения частиц до и 
после столкновения приводит к условию 

                                    gg ′=   ,                                    (4.7) 
т.е. в результате столкновения вектор относительной скорости g  
поворачивается и переходит в g′ , но модули этих векторов g=g  
остаются неизменными. 
   Поворот вектора относительной скорости определяется двумя 
углами χ  и ϕ , вводимыми в сферической системе координат (рис. 
4.1). Полярный угол χ  называется углом рассеяния. Он является 
углом между векторами g  и g′  в плоскости, образованной этими 
векторами. Азимутальный угол ϕ  определяет положение этой 
плоскости относительно некоторой фиксированной плоскости, 
проходящей через g  (в данном случае плоскость чертежа рис. 4.1). 
 

 
Связь между векторами g′  и g  можно определить тогда соотноше-
нием 
                    ϕχ+ϕχ+χ=′ sinsincossincos kjig ggg  ,          (4.8) 

 
где kji   ,  , –взаимно перпендикулярные единичные векторы, при-
чем  вектор g  направлен вдоль i . 
   Заметим, что изменение импульса каждой частицы в результате 
столкновения равно  

χ
ϕg′

 

g

Рис. 4.1
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                     ( ) ( ) 2121111 pggvvp Δ−=′−μ=−′=Δ m  .            (4.9) 
В случае центрально-симметричного потенциала взаимодействия 
частиц угол ϕ  зависит только от взаимного расположения сталки-
вающихся частиц, поэтому при статистическом рассмотрении 
столкновений для определения средней передачи импульса по ази-
мутальному углу можно произвести усреднение. Поскольку 

0sincos =ϕ=ϕ , получаем 

                         −=Δ 1p ( )χ−μ=Δ cos1122 gp  .                   (4.10) 
Аналогичным образом можно показать, что средняя передача энер-
гии при столкновениях частиц определяется выражением [8,13]                          

                       ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−χ−κ=Δ

22
 )cos1(

2
11

2
22

12
vmvm

Etr ,                (4.11) 

 где 

                                       
( )2

21

21
12

2
mm
mm

+
=κ  . 

   В качестве характерного примера рассмотрим частный случай, 
когда массы сталкивающихся частиц резко различаются 

21( mm << ). Это имеет прямое отношение, например, к случаю уп-
ругого столкновения электрона с атомами или ионами. Положение 
центра масс при этом фактически совпадает с положением тяжелой 
частицы, относительная скорость практически равна скорости 
электрона, а приведенная масса – массе электрона. Выражения для 
средней передачи импульса и энергии электрона принимают тогда 
вид 

( )χ−=Δ cos1eee m vp , 

                            ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=Δ

2
2 2

eeetr vm
m
m

E ( )χ− cos1  .                    (4.12) 

Из этих соотношений следует, что величина относительной потери 
импульса электрона при его столкновении с тяжелой частицей име-
ет порядок единицы, а относительное изменение его энергии про-
порционально малому отношению масс электрона и атома или ио-
на. 
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4.2. Сечения рассеяния и эффективные сечения столкновений 
частиц 

 
   Для дальнейшего обсуждения полезно ввести понятие дифферен-
циального сечения рассеяния. Рассмотрим однородный пучок час-
тиц, налетающих на силовой центр с начальной скоростью g  и 
имеющих все возможные значения прицельного параметра b  (рис. 
4.2). Число частиц, рассеянных в единицу времени в элемент те-
лесного угла ϕχχ=Ω ddd sin , пропорционально плотности потока 
частиц в пучке 0I  и величине Ωd . Тогда дифференциальное сече-
ние рассеяния ( )Ωσ ,g  oпределяется таким образом, что величина 

Ωσ dI  0  равна числу частиц, рассеиваемых за 1 с в элемент телес-
ного угла Ωd .  
 

 
 
 
Из рис. 4.2 видно, что такое же число частиц проходит через эле-
мент кольца ϕbdbd , поэтому                             

( ) ϕ=ΩΩσ d bdbId gI 00 ,  , 
откуда следует 

                                    ( )
χχ

=ϕχσ
d
dbbg

sin
,,  .                                (4.13) 

Рис. 4.2 
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Значение производной χddb  берется по модулю, поскольку сече-
ние рассеяния σ  должно быть положительной величиной. 
   Заметим, что для частиц, рассматриваемых как точечные центры 
сил, из-за сферической симметрии потенциала взаимодействия час-
тиц дифференциальное сечение рассеяния σ  не зависит от азиму-
тального угла ϕ , т.е. оказывается функцией только модуля относи-
тельной скорости частиц g  и угла рассеяния χ . 
   В дальнейшем нас будут интересовать эффективные сечения 
столкновений, проинтегрированные по углам рассеяния. К их чис-
лу относится, например, транспортное сечение столкновений двух 
частиц ( )gQ )1(

12  

( ) ( )( ) ( )( ) χχχ−χσπ=Ωχ−χσ= ∫∫
π

Ω

dgdggQ sincos1,2cos1,
0

1212
)1(

12 . (4.14) 

   
   Появление под интегралом (4.14) весового множителя ( )χ− cos1  
оказывается вполне естественным в связи с обсуждавшимся выше 
выражением (4.10) для средней передачи импульса при столкнове-
нии частиц. Очевидно, что ( )gQ )1(

12  является мерой среднего на-
правленного вперед импульса, теряемого частицами сорта 1 при 
столкновениях с частицами сорта 2, поэтому эту величину иногда 
называют сечением с передачей импульса или диффузионным сече-
нием рассеяния. Физическое объяснение последнему названию свя-
зано с тем, что весовой множитель ( )χ− cos1  дает наибольший 
вклад при рассеянии назад ( )π≈χ , а именно такими столкнове-
ниями сильнее всего задерживается диффузия частиц 
   В общем случае в выражениях для коэффициентов переноса 
встречаются также транспортные сечения произвольного - го по-
рядка ( – целое положительное число) 

( ) ( )( ) ( )( ) χχχ−χσπ=Ωχ−χσ= ∫∫
π

Ω

dgdggQ sincos1,2cos1,
0

1212
)(

12 , (4.15) 

                  
в частности, важными оказываются эффективные сечения, для  ко-
торых 2= , или  
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  ( ) ( ) ( )( ) ( ) χχχσπ=Ωχ−χσ= ∫∫
π

Ω

dgdggQ 3

0
12

2
12

2
12 sin,2cos1, .   (4.16) 

Легко заметить, что наибольший вклад в эффективное сечение рас-
сеяния вносят в этом случае столкновения с рассеянием на угол 

2π≈χ , а именно со средней поперечной передачей импульса свя-
заны, как мы увидим, явления вязкости и теплопроводности  газа. 
 
4.3. Динамическая задача рассеяния для упругого столкновения 
частиц 
   При конкретном вычислении эффективных сечений ( ) ( )gQ12  необ-
ходимо сначала установить явный вид зависимости для дифферен-
циального сечения рассеяния ( )χσ ,12 g . Для этого, как следует из 
выражения (4.13), достаточно для каждого конкретного типа 
столкновений найти зависимость угла рассеянияχ  от прицельного 
параметра b  и относительной скорости g .  

 
   Рассмотрим сначала случай упругого столкновения двух твердых 
сфер с одинаковыми диаметрами d  (рис. 4.3). В этом случае вид 
зависимости ( )gb,χ  можно установить, исходя из чисто геометри-
ческих соображений. Пусть две сферы сближаются, имея относи-
тельную скорость g , при этом расстояние между линиями центров 
(прицельное расстояние) равно b . В момент соударения сила, дей-

b
d

2
1

 

d
2
1

 

χ

1 

2 

2 
g

g′
 

(до) 

(после) 

( )χ−π
2
1

( )χ−π
2
1

Рис. 4.3
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ствующая между ними, направлена по линии, соединяющей центры 
сфер. Составляющая скорости g  вдоль этой линии меняет свое 
направление на противоположное, тогда как перпендикулярная со-
ставляющая остается неизменной. Из рис. 4.3 следует, что угол χ  
между g ' и g  связан с величинами b  и d соотношением                             

                          ( )
2

cos
2
1sin χ

=χ−π= ddb  .                            (4.17) 

Используя определения (4.13), (4.14) и (4.16), после интегрирова-
ния находим 

              
4

2d
=σ ,     ( ) 21 dQ π=  ,       ( ) 22

3
2 dQ π=  .                     (4.18) 

Заметим, что модель твердых сфер оказывается единственной мо-
делью, для которой сечения взаимодействия не зависят от относи-
тельной скорости частиц. 
   В случае произвольного характера взаимодействия между части-
цами угол рассеяния при их упругом столкновении может быть 
найден в рамках классического рассмотрения задачи рассеяния 
частицы приведенной массы μ , движущейся с относительной ско-
ростью g  в центрально-симметричном поле неподвижного силово-
го центра [12,13]. При этом достаточно воспользоваться уравне-
ниями сохранения энергии и момента импульса при столкновениях, 
записываемыми в системе центра масс сталкивающихся частиц. 
   Начальная кинетическая энергия в системе центра масс равна 

2 2gμ , а соответствующий момент  импульса gbL  μ= . С ис-
пользованием полярных координат r  и ϑ в плоскости орбиты 
движения частиц уравнения сохранения энергии и момента им-
пульса записываются в виде 

              ( ) ( ) ( )rUrrrUvg r +ϑ+μ=+
μ

=
μ 222

22
 

2
1

2
 

2
 ,        (4.19) 

                                                    ϑμ=μ 2  rgb  .                            (4.20) 
Здесь ( )rU – потенциальная энергия взаимодействия частиц, r – 
расстояние между ними, r – радиальная компонента относитель-
ной скорости частиц, ϑ– угловая скорость поворота вектора r . 



114 

Заметим, что для краткости величину ( )rU  часто называют просто 
потенциалом взаимодействия частиц. 
Используя (4.20), представим r  в виде 

                       
ϑ

=
ϑ

ϑ
=

d
dr

r
gb

dt
d

d
drr 2  .                                 (4.21) 

Подставляя в (4.19) выражения для r  (4.21) и ϑ  из (4.20), получа-
ем уравнение траектории 

                                  
( ) 21

22

22 21
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

μ
−−±=

ϑ g
rU

r
b

b
r

d
dr

 .               (4.22) 

Знак минус относится при этом к входящей ветви траектории, а 
знак плюс– к выходящей ветви. Так как траектории в системе цен-
тра масс симметричны относительно линии наибольшего сближе-
ния, угол рассеяния χ  можно связать с углом 0θ , который соот-
ветствует изменению полярного угла частицы ϑ  при ее перемеще-
нии из бесконечно удаленной точки в точку наибольшего сближе-
ния) 0r  или 

                                 02θ−π=χ  .                               (4.23) 

Выражение для угла 0θ  получается в результате интегрирования 
уравнения (4.22) по выходящей ветви траектории  
 

                            
21

22

2

20
 

)(21  
0

−∞

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

μ
−−=θ ∫ g

rU
r
b

r
drb

r

 .                  (4.24) 

Величина 0r , соответствующая точке наибольшего сближения, 
находится при этом из условия 0=ϑddr , что эквивалентно  соот-
ношению  

                                  
( )

0
 

2
2
02

0
22

0 =
μ

−−
g
rU

rbr  .                         (4.25) 
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   Выражения (4.23)–(4.24) позволяют определить зависимость 
( )gb,χ  при заданной функции ( )rU . C помощью полученной за-

висимости на основе формулы (4.14) находится дифференциальное 
сечение рассеяния ( )χσ ,g . Заметим, что само выражение (4.13) 
было получено выше в условиях, когда рассеяние частиц рассмат-
ривается в системе координат, связанной не с центром масс частиц, 
а с одной из взаимодействующих частиц (которая и представляет 
собой неподвижный силовой центр). Можно показать, однако (см., 
например, [13]), что угол рассеяния χ  и сечение ( )χσ ,g  опреде-
ляются и в той и в другой системе координат одинаковыми выра-
жениями. 
 
4.4. Столкновения  нейтральных частиц 
 
   В обычном газе решающую роль играют упругие столкновения 
атомов (либо молекул) между собой. Простейшей моделью таких 
столкновений является обсуждавшаяся выше модель твердых сфер, 
в которой предполагается, что молекулы подобны бильярдным ша-
рам. Потенциал взаимодействия определяется в этом случае как 
 

                      ( )
⎩
⎨
⎧

>
<∞= dr    0,

dr   rU ,     .                             (4.26) 

 Схематически этот потенциал изображен на рис. 4.4,а.  
   Результаты для этой модели легко обобщаются на случай газовой 
смеси, когда диаметры сфер различны ( )( 21 dd ≠ , для этого дос-
таточно заменить d  в соответствующих формулах на 

( ) 22112 ddd += . Поэтому дифференциальное и эффективные се-
чения  для  этого случая  принимают вид 
 

           
4

2
12

12
d

=σ ,    ( ) 2
12

1
12 dQ π= ,         ( ) 2

12
2

12 3
2 dQ π=  .         (4.27) 

   В качестве модельного выражения для потенциальной энергии 
взаимодействия атомов, полезного при практических оценках, не-
редко используется обратно-степенной закон  
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                     ( )
ν

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ κ

=
r

rU 12
12   ,                              (4.28) 

где ν  называется показателем отталкивания (при ∞→ν  эта мо-
дель превращается в модель твердой сферы ).  
   В реальности заметные силы отталкивания между взаимодейст-
вующими атомами на малых расстояниях между ними сменяются 
силами притяжения на больших расстояниях (силы Ван-дер Вааль-
са), поэтому более реалистичными являются модели взаимодейст-
вия, учитывающие также притяжение молекул. 
  На рис 4.4,а – 4.4,д схематически изображены чаще всего приме-
няемые в расчетах модельные потенциалы взаимодействия ней-
тральных атомов и молекул. 
   Для модели точечного центра отталкивания (4.28) (рис.4.4,б), 
используя соотношения (4.23)–(4.25), и определение (4.15), можно 
получить [1] 

   ( )
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⎜
⎜
⎝

⎛

ν
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πκ=
22

122
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)(
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2 ggQ [ ]zdzz∫
∞

νχ−
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),(cos1  .           (4.29) 

Величина ( )νχ ,z  определяется  при этом из соотношения                                    
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−

z
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y  . 

Интеграл  в (4.29) для конкретных значений ν  и  может быть 
рассчитан численно и выражение для эффективного сечения 

( )gQ )(
12  принимает вид  

                       ( ) ( )ν⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ν
μ

πκ=
ν−

AggQ
22

122
12

)(
12 2

2  ,                 (4.30) 

где ( )νA –интеграл, величина которого зависит только от ν  [1]. 
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Некоторые значения ( )νA  для 2 ,1=  приводятся в табл. 4.1.  
 
                                                                                                            Таблица 4.1  

 ν      ( )ν1A     ( )ν2A  

    4        0,298       0,308 

    6       0,306       0,283  

    8       0,321       0,279  

    10       0,333       0,278  

    12        0,346       0,279  

    14       0,356        0,280  

    20          –       0,286  

    24       -  –       0,289 

    ∞        0,500         0,333 

 

Отметим, что зависимость )(
12Q от g  в рассматриваемом случае 

имеет вид 
                             ( )( ) ν−4

12 ~ ggQ  .                                  (4.31) 
В частности, при 4=ν , что соответствует модели так называе-
мых максвелловских молекул, имеем 

                                 ( ) ( ) =ggQ 1
12 const.                                    (4.32) 

   В дальнейшем мы увидим, что ( ) ( )ggQ 1
12  входит в подынтеграль-

ное выражение величины, определяющей эффективную частоту 
столкновений частиц, поэтому использование рассматриваемой 
модели соответствует постоянной частоте столкновений с пере-
дачей импульса. 
   Из модельных потенциалов, которые наряду с отталкиванием 
учитывают также наличие сил притяжения между молекулами сле-
дует отметить в первую очередь потенциал Сэзерленда (рис. 4.4,в). 
Выражение для эффективного сечения рассеяния может быть в 
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этом случае рассчитано до конца. В случае, когда ветвь притяже-
ния описывается функцией ( ) 6rrU κ−= , получаем [1] 

                 
( ) ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

μ
+π= 6

12
2

12

2
1212

11
dg

adgQ  ,                   (4.33) 

где ( )a - некоторая постоянная, зависящая от параметра  . 
   Наиболее часто используемым при расчетах коэффициентов пе-
реноса в газах является  потенциал Леннард-Джонса [10] 

                   ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

ε=
6

12
12

12
124

rr
rU  ,                       (4.34) 

где 12σ – расстояние, при котором потенциальная функция меняет 

свой знак, а 12ε – минимальное значение потенциала. Вид этого 

потенциала представлен на рис. 4.4,г. Выражения для ( )( )gQ12  мо-
гут быть получены в этом случае только численно. Заметим, что 
если σ  и ε  определены экспериментально (например, по темпера-
турным зависимостям коэффициентов переноса для чистых газов), 
то в случае взаимодействия различных пар частиц используются 
эмпирические комбинационные правила [10] 

)(
2
1

2112 σ+σ=σ , 

                                      2
1

2112 )( εε=ε  .                                  (4.35) 
   Иногда для более реального описания области отталкивания, где 
потенциал Леннарда-Джонса возрастает недостаточно круто, вме-
сто степенной вводится экспоненциальная зависимость ( )rU на 
малых расстояниях, так что 

                                        ( ) ( )
6/exp

r
carbrU −−=  . 

 Однако введение такой модели имеет тот недостаток, что экспо-
нента не обращается в плюс бесконечность при 0→r  за счет на-
личия второго члена, описывающего притяжение. Потенциал U  
стремится к минус бесконечности при 0→r ( пунктирная часть 
кривой на рис. 4.4,д). Этот недостаток можно устранить введением 
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на малых расстояниях твердой сердцевины. Необходимыми свой-
ствами обладает, например, модифицированная модель потенциала 
( exp6 − ) Бакингэма., схематическое изображение которого пред-
ставлено на рис.4.4,д сплошной линией. Этот потенциал является 
трехпараметрическим и имеет вид  

                        ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ
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⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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σ
−

−

ε
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6

1exp6
61 r

rs
s

s

rU  .               (4.36) 

Параметр s  характеризует крутизну потенциала. Наличие трех па-
раметров позволяет варьировать как ширину, так и глубину потен-
циальной ямы. Такой потенциал более сложен для вычислений, хо-
тя и дает в ряде случаев лучшее совпадение с экспериментом при 
исследовании температурной зависимости коэффициентов перено-
са [11]. Для уменьшения вычислительных трудностей модель сво-
дят к двухпараметрической, задавая фиксированную величину па-
раметра s  (обычно s  = 12, 14, 16).  
 
4.5. Ион-атомные столкновения 
 
   Взаимодействие между ионами и нейтральными атомами (моле-
кулами), особенно в области низких энергий, существенно опреде-
ляется механизмом поляризации. Пролетающий ион индуцирует в 
атоме электрический дипольный момент. Если нейтральная моле-
кула газа при этом не обладает собственным постоянным диполь-
ным моментом, то потенциальная энергия взаимодействия индуци-
рованного дипольного момента атома с ионом равна 

                                      ( ) 4
0

2

8 r
e

rU d

πε

α
−=  ,                                (4.37) 

где dα –поляризуемость атома. Подставляя ( )rU в (4.22) и исполь-
зуя полученное решение в (4.15), можно получить формальные вы-
ражения для эффективных сечений рассеяния ( ) ( )gQ12 , подобные 
тем, которые получаются при использовании обратно степенного 
закона отталкивания (4.28). При этом, однако, надо иметь в виду, 
что потенциал (4.37) соответствует притяжению частиц, поэтому 
при заданном значении их относительной скорости существует та-
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кое прицельное расстояние cbb = , при котором частицы переходят 
на траекторию постепенного сближения. При cbb <  сталкиваю-
щиеся частицы преодолевают потенциальный барьер, пока не дос-
тигнут столь малых расстояний, что доминирующим становится  
отталкивательное взаимодействие частиц, приводящее к их разле-
ту. Процесс сближения, при котором частицы закручиваются по 
спирали, называют “захватом частиц”, и для диффузионного сече-
ния захвата может быть получено выражение [13] 

                                  ( )( )
21

2
120

2
1

12 4
2 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

μπε

α
π=

g
e

gQ d .                 (4.38) 

Заметим, что как и в случае закона отталкивания, при 4=ν  имеет 
место условие ( ) =)(1

12 ggQ const . 
   Более реалистичная модель взаимодействия иона с атомом долж-
на учитывать наряду с дальнодействующим поляризационным  
притяжением также и энергию отталкивания на близких расстояни-
ях. Часто применяемая в этом случае модель потенциала имеет вид 
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m  .                    (4.39) 

Здесь 12ε – глубина минимума потенциальной кривой, mr – рассто 
яние между частицами, соответствующее этому минимуму. Значе-
ния ( )( )gQ 1

12 , рассчитанные численными методами для случаев 
8=n  и 12=n , приводятся, например, в [13]. 

   На практике потенциалы (4.36) и (4.38) оказываются примени-
мыми при описании упругого рассеяния ионов лишь на атомах 
других газов. При рассеянии ионов на собственных атомах оказы-
вается существенным эффект резонансной перезарядки, который 
приводит к заметному (почти на порядок) возрастанию сечений.  
Поскольку в результате перезарядки ион превращается в атом, ка-
чественно это эквивалентно рассеянию назад, т.е. на угол π≈χ . 

Отсюда следует, что диффузионное сечение рассеяния ( ) ( )gQ 1  
приближенно равно удвоенному полному сечению перезарядки 

      ( )( ) ( )gQgQ res21 ≈ . 
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Последнее может быть определено теоретически на основе полу-
классического либо квантового рассмотрения, а также из экспери-
ментов по рассеянию ионных пучков. В достаточно широком ин-
тервале энергий зависимость ( )gQres  c хорошей точностью ап-
проксимируется при этом выражением [6,14] 

         EaaEQres ln)( 21
21 −= ,      2 

2
1 gE μ= ,                        (4.40) 

где 1a  и 2a – некоторые постоянные коэффициенты.                                
 
4.6. Кулоновские взаимодействия заряженных частиц 
 
   Обратимся теперь к взаимодействию заряженных частиц между 
собой. Потенциальная энергия кулоновского взаимодействия час-
тиц записывается в виде 

                              
r

ee
U

0

21
12 4πε

=   .                                               (4.41) 

Вычисления с использованием соотношений (4.23)-(4.25) приводят 
к следующей связи между углом рассеянияχ , прицельным рас-
стоянием b  и начальной относительной скоростью частиц g  
[8,14] 

                tg ( )2χ  = ( )0bb  ,             2
120

21
0 4 g

ee
b

μπε
=   .          (4.42) 

Здесь 0b – значение прицельного параметра, соответствующее для 
заданной величины g отклонению частицы на угол, равный 2π . 
Для дифференциального сечения рассеяния приходим в этом слу-
чае к известной формуле Резерфорда 

    ( ) ( )
( )2sin
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μπε g
ee

 .             (4.43) 

Любопытно, что точно такой же результат получается при кванто-
во-механическом рассмотрении кулоновского рассеяния частиц. 
(Небольшое отличие возникает лишь для одинаковых частиц, когда 
за счет учета обменного взаимодействия в выражении для сечения 
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возникает дополнительный осциллирующий член. При малых уг-
лах рассеяния, которые вносят основной вклад в сечение рассеяния, 
роль этого члена оказывается незначительной). Диффузионное се-

чение столкновений ( ) ( )gQ 1
12  в рассматриваемом случае записыва-

ется как 

            ( )( ) ( ) χχ
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gQ sin

2
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1cos1
2

2
40

2
01

12  .       (4.44) 

   Используя разложения в ряд по параметру χ , легко убедиться, 
что при малых значениях χ  подынтегральное выражение меняется 

как 1−χ  и, следовательно, на нижнем пределе интеграл расходится. 
Эта расходимость связана с дальнодействующим характером куло-
новского взаимодействия. Для ее формального устранения можно 
воспользоваться тем обстоятельством, что любая заряженная час-
тица в плазме создает вокруг себя перераспределение пространст-
венного заряда, в результате чего возникает экранирование элек-
трического поля той частицы на расстоянии порядка радиуса Де-
бая. Этот вопрос уже обсуждался в параграфе 2.6. Последнее озна-
чает, что максимальное значение прицельного параметра столкно-
вений b  можно приближенно принять равным радиусу Дебая. 
   Потенциальная энергия кулоновского взаимодействия с учетом 
экранирования описывается  выражением  

                    ( )[ ]Drr
r

ee
U −

πε
= exp

4 0

21
12  .                                   (4.45) 

В частности, для плазмы, образованной из электронов ( 1−=ee ) и 
ионов ( Zeei = ), где Z – кратность ионизации, при TTT ie ==  ра-
диус Дебая определяется как 
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   Вычисление дифференциального сечения рассеяния ( )χσ ,g12  для 
экранированного потенциала на основе соотношений (4.13) и (4.24) 
представляет собой хотя и сложную, но в принципе решаемую за-
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дачу. При определении эффективных сечений рассеяния фактиче-
ски тот же результат можно получить, если вместо (4.45) использо-
вать кулоновский потенциал, обрезанный на расстояниях порядка 
радиуса Дебая, так что   

     ( )
r

eerU
0

21
12 4πε

= ,                Drr ≤  , 

                             ( ) 012 =rU ,                            Drr >  .               (4.47) 
Это oзначает, что для Drbb =≤ max  дифференциальное сечение 
рассеяния дается формулой (4.43), а для столкновений с Drb >  рас-

сеяние не имеет места. Минимальный угол рассеяния minχ , соот-
ветствующий максимальному значению прицельного параметра 

Drb =max , определяется  при этом выражением 
                             tg ( )2minχ = ( )Drb0  .                                     (4.48) 
 При использовании потенциала (4.47) вычисление диффузионного 

сечения столкновений ( ) ( )gQ 1
12  на основе выражения (4.44), где 

нижний предел интегрирования полагается равным minχ , приво-
дит к результату 
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или с учетом (4.48) 
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   Использование аналогичной процедуры расчета при вычислении 
( ) ( )gQ 2
12  дает                                     
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   Заметим, что рассматриваемое нами приближение справедливо 
при условии, когда 1min <<χ  или 10 <<Drb . В этом случае при-
ближенно имеем 

            ( )( ) ⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π≈

0

2
0

1
12 ln4

b
r

bgQ D , 

                                                ( ) ( ) ≈gQ 2
12

( ) ( )gQ 1
122   .                      (4.49) 

 
На практике из-за более слабой зависимости от g  под знаком ло-
гарифма используется усреднение, так что 
                                          ( ) ( )gQ 1

12 = 12
2
0 ln4 Λπb  ,                      (4.50) 

где 12ln Λ –так называемый кулоновский логарифм. Величина 12Λ  
определена выражением 
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04
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При усреднении по максвелловскому распределению по относи-

тельным скоростям частиц имеем ( )12
2 3 μ= kTg  (см. формулу 

(4.58) следующего параграфа), поэтому окончательно   

                              12Λ Dr
ee

kT

21

012πε
=  .                            (4.52) 

Приведем простую формулу для расчета Λ  для электрон-ионной 
плазмы при 1=Z , выраженную в единицах СИ, 
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71024,1 ⎟⎟
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en
T

  .                        (4.53) 

Значения Λln  при 1=Z  приводятся в табл. 4.2. Для температур, 
превышающих KT 5102,4 ⋅= , табличные значения скорректирова-
ны с учетом квантовых поправок [15 ]. 
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                                                                                                   Таблица 4.2 
Темпера 
 тура 
    T , K 

  
                              Плотность электронов en , м-3 

1210        1510         1810        1910       2010         2210       2410      2710   

                 
    102 

 
 9,43 

 
 5,97 

 
 2,52 

 
 1,37 

 
     -- 

 
    -- 

 
    -- 

 
    -- 

 
    103 

 
 12,8 

 
 9,43 

 
 5,97 

 
 4,82 

 
 3,67 

 
 1,37 

 
    -- 

 
   -- 

          
 2·103 

 
 13,9 

 
 10,5 

  
 7,01 

 
 5,86 

 
 4,71 

 
 2,40 

 
   -- 

 
   -- 

        
 3·103 

 
 14,5 

 
 11,1 

 
 7,62 

 
 6,47 

 
 5,32 

 
 3,02 

 
   -- 

 
   -- 

  
      104 

 
 16,3 
 

 
 12,8 

 
 9,43 

 
 8,28 

 
 7,12 

 
 4,82 

 
 2,52 

 
   -- 

   
    105 

 
 19,7 

 
 16,3 

 
 12,8 

 
 11,7 

 
 10,6 

 
 8,28 

 
 5,97 

 
 2,52 

 
    106 

 

 
 22,8 

 
 19,3 

 
 15,9 

 
 14,8 

 
 13,6 

 
 11,3 

 
 8,96 

 
 5,54 

    
      107 

 
   25,1 

 
   21,6 

 
   18,1 

 
   17,0 

 
   15,9 

 
   13,6 

 
   11,2 

 
   7,85 

     
    108 

 
   27,4 

 
   24,0 

 
   20,5 

 
   19,4 

 
   18,2 

 
   15,9 

 
   13,6 

 
   10,1 

 
   Относительно большие значения кулоновского логарифма, соот-
ветствующие условию 10 <<Drb , показывают, что основной вклад 
в эффективное сечение столкновений дают далекие столкновения с 
большими прицельными параметрами или малыми углами рассея-
ния ( 2π<<χ ). Небольшая величина отклонения при каждом да-
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леком столкновении позволяет считать их аддитивными, т.е. рас-
сматривать как одновременные малые возмущения. Суммарный 
эффект таких отклонений оказывается гораздо более важным, чем 
отдельные близкие столкновения, сопровождающиеся рассеянием 
на большие углы. Хотя только близкие столкновения являются 
обычными парными столкновениями, влияние их мало существен-
но. Вместе с тем, поскольку полный результат рассеяния при дале-
ких столкновениях можно представить в виде суммы отклонений, 
возникающих при взаимодействии заряженной частицы с каждой 
из остальных частиц, такой процесс можно приближенно свести 
как бы к “одному отклонению за некоторый промежуток времени”, 
т.е. также к своего рода “парному столкновению”. Этим и оправ-
дывается использование концепции парных столкновений частиц в 
случае их кулоновских взаимодействий. 
 
4.7. Электрон -нейтральные столкновения   
 
   Как уже отмечалось, расчет дифференциальных сечений рассея-
ния и эффективных сечений для электрон-нейтральных столкнове-
ний возможен лишь на основе квантово-механического рассмотре-
ния. Один из видов взаимодействия между электронами и ней-
тральными атомами (молекулами), проявляющийся на далеких рас-
стояниях, соответствует, как и в случае ион-атомных столкнове-
ний, так называемому поляризационному взаимодействию. Оно 
связано с появлением у атомов электрического дипольного момен-
та под влиянием кулоновского поля пролетающей заряженной час-
тицы. Потенциальная энергия взаимодействия индуцированного 
дипольного момента атома с электроном описывается при этом тем 
же выражением (4.36), что и в случае ион-нейтрального взаимодей-
ствия. Как мы видели, зависимость эффективного сечения с пере-

дачей импульса от скорости имеет при этом вид ( ) ( )vQ 1
αβ ~ 1−v , где 

относительная скорость g  фактически совпадает со скоростью 

электрона v . Такая зависимость ( ) ( )vQ 1
αβ  согласуется с эксперимен-

тальными значениями упругого сечения рассеяния электронов при 
больших энергиях для ряда атомов и молекул (Н,He,H2). Для лег-
ких атомов при низких энергиях оказывается существенным эф-
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фект обменного взаимодействия между электронами, который мо-
жет быть рассчитан только методами квантовой механики. Расчеты 
заметно усложняются, поскольку задача рассеяния электрона на 
атоме становится существенно многочастичной. Ряд особенностей 
в поведении сечений возникает при рассеянии электронов на ато-
мах тяжелых инертных газов. Это проявляется в резком падении 
сечения рассеяния при малых энергиях электронов и наличии глу-
бокого минимума (эффект Рамзауэра) с последующим возрастани-
ем сечения при средних энергиях. Фактически для количественного 
учета вклада электрон-атомных взаимодействий в коэффициенты 
переноса часто приходится аппроксимировать теоретически вы-
численные или экспериментальные зависимости эффективных се-
чений от скорости простыми степенными соотношениями. Очевид-
но, что для разных атомов и молекул, а также для разных областей 
энергии электронов, подобные аппроксимации могут быть весьма 
различными. На рис. 4.5,а – 4.5-г представлены взятые из книги 
[16] усредненные результаты экспериментально определяемых эф-
фективных сечений с передачей импульса для рассеяния электро-
нов на атомах He (рис. 4.5,a) и Ar (рис. 4.5,б), а также на молекулах 
H2 (рис 4.5,в) и N2 (рис 4.5,г) 
   Значительную часть информации по эффективным сечениям уп-
ругих столкновений электронов с атомами и молекулами  в боль-
шом диапазоне энергий электронов можно найти в [8, 16, 17].   
 

 
Рис. 5.2. См. также с.129 
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4.8. Среднее число  столкновений частиц в газе 
 
   Понятия частоты столкновений и средней длины свободного про-
бега частиц в газе уже обсуждались нами в самом начале главы 1. 
Ниже мы дадим более строгое определение этих понятий, исполь-
зуя введенные выше эффективные сечения столкновений. С этой 
целью необходимо сначала вычислить среднее число столкновений 
двух сортов частиц в единице объема за единицу времени. 
   Напомним, что число частиц, рассеянных в единицу времени в 
элемент телесного угла Ωd  в результате столкновений, определя-
ется как ( ) Ωχσ dgI  ,0 , где для однородного пучка частиц, летящих 
с относительной скоростью g , плотность потока частиц в пучке 
равна ngI =0 . Рассмотрим столкновения частиц сорта 1 в нале-
тающем пучке с частицами мишени сорта 2. Для того чтобы учесть 
распределение молекул по скоростям в падающем пучке, выделим 
долю частиц ( ) 1111  vv dfdn = , скорости которых находятся в неко-
тором малом интервале скоростей между значениями 1v  и 

11 vv d+ . Плотность потока выделенных частиц в пучке равна 

1gdn , а число их столкновений в единицу времени с одной части-
цей мишени, сопровождающихся рассеянием частиц в телесный 
угол Ωd , равно ( ) Ωχσ dggdn  ,1 . Далее мы будем интересоваться 
эффективной частотой столкновений частиц при значениях пара-
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метра 2 ,1= , поэтому определение эффективных сечений ( )( )gQ12  
будет связано с интегрированием по углам рассеяния с весом 
( )χ− cos1  и ( )χ− 2cos1  соответственно. Вводя распределение по 
скоростям для частиц мишени ( ) 2222 vdfdn v= , для числа столк-
новений частиц сорта 1 и сорта 2 в единице объема за единицу  
времени в выбранных интервалах их скоростей, получаем 

( ) ( ) ( )( ) 211221112   vvvv ddgQgffdN = . 
   Полное среднее число столкновений частиц в единице объема за 
единицу времени получается интегрированием этого выражения по 
скоростям                               
             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ggQnnddgQgffN 1221211221112   == ∫ vvvv  .   (4.54) 

Обозначение F  соответствует определению некоторого среднего 
значения величины ( )gF , так что 

                 ( ) ( ) ( ) 2121121  vvvv ddgFffFnn ∫=  .                 (4.55) 

   Знак интеграла означает на самом деле интегрирование по трем 
компонентам скорости частиц каждого сорта, т.е. соответствует 
шестикратному интегрированию. 
   Покажем, что в случае, когда 1f  и 2f  имеют вид максвелловских 
распределений по скоростям, определение этой величины связано 
фактически с усреднением по максвелловскому распределению от-
носительных скоростей частиц.  
   Используем переменные G  и g  в системе центра масс сталки-
вающихся частиц. С помощью соотношений (4.5) произведение 
функций распределения, входящее в подынтегральное выражение  
(4.54), можно представить как 

( ) ( ) ( )
( )

( ) .
2

exp
22

exp
2

22
exp

2
212

23
12221

23
21

21

2
2

22
1

1
3

23
21

212211

  g
kTkT

 G
kT

mm
kT
mmnn

v
kT

mv
kT
m

kT
mmnnff

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ μ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
μ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
+

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

π
=vv

 



131 

   Нетрудно показать, что якобиан преобразования скоростей к пе-
ременным, определяемым в системе центра масс на основе формул 
(4.5), равен единице [1,13], откуда следует 
                                         Ggvv d ddd =21  .                                    
   Для сферической системы координат в пространстве скоростей 
имеем dggd 24π=g . Аналогичное выражение может быть записа-
но для элемента скоростей Gd . Производя соответствующие под-
становки в выражение (4.54), получим 
 

( ) ( )
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( ) .
2
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(4.56) 

 Интегрирование по переменной G  может быть проведено незави-
симо. Используя значение интеграла           

                            ( ) 23

0

2

4
exp −

∞ π
=−∫ adz z az 2                               

(см. Приложение 1), получаем окончательно 
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=  .          (4.57) 

С помощью этой формулы легко определяются значения средней 
относительной скорости и квадрата относительной скорости частиц                   
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Для интересующей нас величины – полного среднего числа столк-
новений в единице объема за единицу времени   имеем 
                         ( ) ( ) == ggQnnN 122112  

( ) ( )dggQ g  g
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Удобно представить эту величину в виде 
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                                             ( )
122112 QgnnN =  ,                        (4.59) 

где g  определено формулой (4.58) и  вводится усредненное сече-
ние рассеяния  

                                                                             

                   ( ) ( ) ( ) dxkTxQxxQ  2 exp2
12

12
0

23
12 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

μ
−= ∫

∞
  .            (4.60) 

При этом kTgx 22
12

2 μ= .  
Для модели твердых сфер имеем 

                   ( ) 2
12

1
12 dQ π= ,    ( ) ( ) ( )1

12
2

12 32 QQ =   .                         (4.61) 
 
4.9. Частота столкновений частиц и средняя длина свободного 
пробега 
 
   Введем величину 11212 nN=ν , которая называется частотой 
столкновений частиц сорта 1 с частицами сорта 2. Она равна, оче-
видно, среднему числу столкновений, которое испытывает в еди-
ницу времени любая выделенная частица данного сорта со всеми 
частицами другого сорта. По определению 

                        
( )( ) ( )

122122
)(

12 QgnggQn ==ν   .                (4.62) 

Для модели твердых сфер при 1=  получаем 
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Другой простой случай соответствует модели обратно-степенного 
взаимодействия при 4=ν , поскольку при этом ( ) ( ) =ggQ 1 const. В 
частности, для ион-атомных столкновений в случае поляризацион-
ного взаимодействия, используя для эффективного сечения столк-
новений выражение (4.38), получаем 
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Средняя или эффективная частота столкновений  в этом случае не 
зависит от температуры. 
   Величина, обратная ( )1

12ν , дает среднее время между столкнове-
ниями частиц 

                                     ( )1
12

12
1

ν
=τ  .                                                (4.65) 

   Средняя длина свободного пробега частиц определяется как 
среднее расстояние, проходимое частицей сорта 1 между столкно-
вениями с частицами сорта 2, 

                   =
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  .              (4.66) 

Здесь ( )11 8 mkTv π= – средняя тепловая скорость частиц сорта 1. 

Далее под величинами 12ν и 12Q  мы будем подразумевать значе-

ния ( )
12ν  и ( )

12Q  при 1= .  
   Для частоты столкновений и средней длины свободного пробега 
частиц одного сорта с массой m , когда 211 m=μ , имеем 
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111

11  2
1

Qn
=λ   .                            (4.67) 

   В случае простого газа (не смеси) при использовании модели мо-
лекул–твердых сфер это приводит к уже известному нам выраже-
нию (см. формулу (1.3) в главе 1) для средней длины свободного 
пробега     

                                                 2  2
1

dnπ
=λ   .                         (4.68) 

   Если в газовой смеси имеются частицы нескольких различных 
сортов, то полная средняя частота столкновений частицы сорта 1 со 
всеми остальными частицами определяется как 
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                          ∑
≠

ν+ν=ν
N

k
k

1
1111  ,                           (4.69) 

где N – число компонентов смеси. То же самое относится и к 
плазме, в число компонентов которой могут входить электроны и 
ионы произвольных сортов. Для средней длины свободного пробе-
га частиц сорта 1 в смеси тогда имеем 
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или 
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4.10. Средняя передача импульса при столкновениях частиц 
разного сорта  
 
   Наряду с полным средним числом столкновений частиц в едини-
це объема и за единицу времени полезно рассчитать в тех же усло-
виях величину среднего изменения импульса при столкновении 
частиц определенного сорта с частицами других сортов αR . Эта 
важная для дальнейших приложений величина фигурирует в урав-
нении баланса импульса отдельного компонента смеси (3.38). Мы 
увидим, что она оказывается отличной от нуля только в том случае, 
когда различны направленные макроскопические скорости компо-
нентов. При взаимодействии частиц одного сорта средняя передача 
импульса отсутствует. 
   Рассмотрим расчет величины 1R  для случая взаимодействия час-
тиц 1 с частицами сорта 2 [18]. С учетом выражения (4.9) полное 
изменение импульса частиц компонента 1 в единице объема за 
единицу времени можно представить  в этом случае  как 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ,
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∫
∫

μ=

=ϕχχχσ−′=
(4.72) 

где ( ) ( )gQ 1
12 – эффективное сечение столкновений с передачей им-

пульса или диффузионное сечение рассеяния, определяемое выра-
жением (4.14). При записи (4.72) использовано соотношение (4.9) и 
усреднение по азимутальному углу ϕ , которое приводит к резуль-
тату (4.10). 
   Если газовая смесь находится в равновесном состоянии, то 

01 =R . Это легко обнаруживается, если поменять местами штри-
хованные и нештрихованные величины в выражении (4.72) и 
учесть, что в равновесии максвелловским распределениям частиц 
по скоростям соответствует выполнение условия 

( ) ( )= 2211 vv ff ( ) ( ) 2211 vv ′′ ff . Кроме того, следует учесть, что из соот-
ношений симметрии между прямыми и обратными столкновениями 
следует равенство [1] 

( ) ( )χ′σ′=χσ ,, gggg  . 

   Отличное от нуля значение 1R  получается, если каждый из ком-
понентов смеси обладает своей собственной макроскопической 
скоростью направленного движения αu . Полезно рассмотреть 
приближение, когда функции распределения могут быть представ-
лены максвелловскими распределениями по скоростям молекул, 
сдвинутым относительно собственных скоростей компонентов   

            ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣

⎡ −−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

= αα
αα

ααα uvv
kT

m
kT

m
nf

2
exp

2

2
3

 .             (4.73) 

   Используем определение диффузионной скорости компонента 
смеси uuw −= αα . Далее будет рассматриваться приближение, 
когда диффузионные скорости компонентов смеси предполагаются 
малыми по сравнению с тепловыми скоростями частиц 
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21

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<<

α
α m

kTw . 

   Разлагая функцию распределения (4.73) в ряд по малому пара-
метру и пренебрегая квадратичными по диффузионной скорости 
членами, получаем 

                                 ( ) ) 21(0
ααααα ⋅γ+= cwff   .                     (4.74) 

Здесь  

                ( ) ( )2
2

3
0 exp αα

α
αα γ−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

γ
= cnf   –                           (4.75) 

локально-равновесная максвелловская функция по скоростям, оп-
ределяемая в системе отсчета, движущейся со средне-массовой 
скоростью смеси. При этом uvc −= αα  и kTm 2αα =γ . 
   Обратимся теперь к исходному выражению (4.72). Заметим пред-
варительно, что скорости 1c  и 2c могут быть выражены через пе-
ременные в системе центра масс сталкивающихся частиц с помо-
щью соотношений 

gUc 12111 μ−= mm  ,      gUc 12222 μ+= mm  , 

где uGU −= . Преобразуя произведение максвелловских функций 
распределения по аналогии с результатом (4.56) , получаем 

( )×γ−γ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γγ

= 2
22

2
11

2
3

2
21

2121 exp ccnnff

( ) =⋅γ+⋅γ+× 222111 221 cwcw     

( )[ ] ( )×γ−γ+γ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

γ
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π

γ+γ
= 2

12
2

21

2
3

12
2

3
21

21 expexp gnn U                        

         ( ) ( )[ ]gwwUww ⋅−γ−⋅γ+γ+× 2112221121  ,                    (4.76) 
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где kT21212 μ=γ . Подставляя (4.76) в (4.72) и используя соотноше-
ние gUcc dddd  21 = , можно произвести интегрирование соответ-
ствующих выражений по переменной U . При этом часть интегра-
лов обращается в нуль из-за нечетности подинтегральных выраже-
ний поU . Окончательное выражение для 1R  принимает вид (см. 
Приложение 3) 
                  ( )21121211 wwR −νμ−= n ( )2112121 uu −νμ−= n  .          (4.77) 

 
   Средняя или эффективная частота столкновений частиц с переда-
чей импульса 12ν , фигурирующая в (4.77), определяется выраже-
нием 

                      ( )1
12212 3

4 Qgn=ν   .                             (4.78) 

Здесь 

              ( ) ( ) ( ) dxkTxQxxQ  2 exp
12

1
12

0

251
12 ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

μ
−= ∫

∞

 .              (4.79) 

Для модели твердых сфер ( ) ( ) 2
12

1
12

1
12 dQQ π== . Средняя частота 

столкновений  с передачей импульса 12ν  отличается в этом случае 

от введенной ранее частоты столкновений ( )1
12ν  множителем ( )34 . 

   Полученное нами выражение для средней передачи импульса при 
столкновении частиц различного сорта допускает простое обобще-
ние на случай многокомпонентной газовой смеси. Полная средняя 
передача импульса в единице объема за единицу времени от частиц 
компонента α  складывается в этом случае из величин, соответст-
вующих передаче импульса при столкновениях частиц данного 
сорта с частицами всех остальных компонентов. В результате 

                            ( )βααβαβ
α≠β

αα −νμ−= ∑ wwR n                           (4.80) 
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4.11. Ω - интегралы кинетической теории  

   В кинетической теории явлений переноса в газах и газовых сме-
сях, использующей приближенные методы решения кинетического 
уравнения Больцмана, важное значение имеют так называемые Ω - 
интегралы, через линейные комбинации которых выражаются  ко-
эффициенты переноса. Общее определение этих интегралов имеет 
вид [1,10]   

( ) ( ) ( )( )dxgQxx
Tk rr

12
0

232
21

12

,
12   exp

2 ∫
∞

+ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

πμ
=Ω ,       (4.81)  

где 

           ( ) ( )gQ12 ( )( ) χχχ−χσπ= ∫
π

dg sincos1,2
0

12  .                   (4.82) 

Переменные x  и g  связаны при этом как gkTx 21
12 )2(μ= .  

 В случае простого газа в (4.81) надо положить 212 m=μ . При этом 

( ) gkTmx 214= . 
   Введенные в предыдущих параграфах выражения для частот 
столкновений связаны с Ω -интегралами соотношениями 

                      ( )1,0
11111 8 Ω=ν n ,        ( )1,0

12212 8 Ω=ν n  ,         (4.83) 

                          ( )1,1
12212 3

16
Ω=ν n  .                                           (4.84) 

   Как мы увидим ниже, параметры ( )1,0Ω фигурируют в выражени-
ях для коэффициентов переноса, получаемых на основе элементар-
ной кинетической теории, использующей концепцию средней дли-
ны свободного пробега частиц. С помощью интеграла ( )1,1

12Ω  непо-
средственно записывается коэффициент взаимной диффузии моле-
кул в смеси 12D , выражение для которого получается на основе 
метода баланса импульса (см. главу 6). Соответствующий резуль-
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тат практически совпадает с выражением, получаемым в первом 
приближении строгой кинетической теории газовых смесей [1]. В 
той же строгой теории коэффициенты вязкости и теплопроводно-
сти простого газа выражаются через интегралы вида 

          ( ) ( ) ( )( )dxgQ  xx
m 

kT 2

0

27
21

2,2 exp∫
∞

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=Ω  .  (4.85) 

Для модели молекул– твердых упругих сфер диаметра d  введен-
ные выше Ω - интегралы  принимают вид 

( )[ ] ..
1,0

сфтвΩ 2
21

 
 2

1 d
m

kT
π⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=  , 

 
( )[ ] ( )[ ] ..

1,0
..

1,1 2 сфтвсфтв Ω=Ω  , 

                               ( )[ ] ( )[ ] ..
1,0

..
2,2 4 сфтвсфтв Ω=Ω   .                     (4.86) 

Для той же модели в случае бинарной газовой смеси 

     ( )[ ] ( )[ ] ..
1,0

12..
1,1

12 2 сфтвсфтв Ω=Ω 2
12

21

122
d

Tk
π⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πμ

=  ,     (4.87) 

где ( ) 2/2112 ddd +=  
   Как видно, все Ω - интегралы имеют порядок величины, равной 
произведению средней тепловой скорости частиц на эффективное 
сечение их столкновений. 
   При записи выражений для коэффициентов переноса, получае-
мых в строгой теории, часто принято использовать приведенные 
величины [10,11] 

                       
( )

( )

( )[ ] сф тв.
,

,
,

r

r
r

Ω
Ω

=Ω ∗
  ,                        (4.88) 



140 

которые характеризуют отличие принятой модели взаимодействия 
молекул от идеализированной модели твердых сфер. Тогда, напри-
мер, 

( ) ( )∗Ωσπ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=Ω 1,12

21
1,1  

 m
kT

,       ( ) ( )∗Ωσπ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=Ω 2,22

21
2,2  

 
2

m
kT

,                      

                                 ( ) ( )∗Ωπσ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πμ

=Ω 2,1
12

2
12

21

12

1,1
12 2

kT
.                 (4.89) 

Для модели твердых сфер d=σ . Для произвольного потенциала 
взаимодействия, например для потенциала Леннард-Джонса, пара-
метр σ  соответствует характерному расстоянию, на котором по-
тенциальная энергия меняет знак (см. рис. 4.4,г и выражение 
(4.34)). В случае смеси ( ) 2/2112 ddd +=  и ( ) 2/2112 σ+σ=σ . 
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ГЛАВА 5. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
ЯВЛЕНИЙ ПЕРЕНОСА. ВЯЗКОСТЬ, ТЕПЛОПРОВОДНОСТЬ 

И САМОДИФФУЗИЯ В ГАЗЕ 
 

   Приближенные выражения для коэффициентов переноса в газах 
могут быть получены на основе элементарной кинетической тео-
рии, развитой еще в середине XIX в. в работах Клаузиуса и Мак-
свелла и основанной на концепции средней длины свободного про-
бега молекул. Недостатком элементарной теории оказывается то, 
что она дает в ряде случаев заметную погрешность в значениях 
численных множителей при коэффициентах переноса по сравне-
нию с результатами строгой теории. Важными ее достоинствами 
являются простота и ясный физический смысл самой процедуры 
вывода соответствующих выражений. Использование элементар-
ной теории приводит в основном к правильным качественным за-
висимостям коэффициентов переноса от основных параметров газа 
и эффективных сечений рассеяния частиц. Что касается самих чис-
ленных множителей в соответствующих выражениях и реальной 
зависимости коэффициентов переноса от температуры, то их мож-
но скорректировать, опираясь на известные результаты строгой 
кинетической теории явлений переноса в газах. 
   Как мы увидим ниже, в случае вязкости и теплопроводности эле-
ментарная теория допускает простое обобщение на случай газовой 
смеси. К сожалению, такой подход оказывается малопригодным 
при анализе диффузии в газовой смеси, когда массы и эффектив-
ные сечения рассеяния молекул ее компонентов существенно раз-
личаются. Это еще в большей степени относится к ионизованному 
газу, где важную роль в явлениях переноса играют частицы малой 
массы – электроны, диффузия которых под действием электриче-
ского поля вносит основной вклад в электропроводность плазмы. 
По этой причине при рассмотрении диффузионных явлений в газо-
вой смеси и электропроводности плазмы мы будем использовать 
другой подход, основанный на уравнении баланса импульса для 
отдельного компонента смеси. Анализу получаемых при этом ре-
зультатов будут посвящены следующие главы. 
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5.1. Метод средней длины свободного пробега 

   Элементарная кинетическая теория явлений переноса в газе осно-
вана на ряде простых предположений. Выделим в газе произволь-
ную плоскость AB , разделяющую его на две области слева и спра-
ва от этой плоскости (рис. 5.1). Пусть в направлении оси X , пер-
пендикулярном этой плоскости, изменяется некоторая величина 
G , которая характеризует произвольное молекулярное свойство, 
отнесенное к одной молекуле. Этим свойством может быть им-
пульс, энергия, концентрация частиц, электрический заряд частицы 
и т.д.  

 
 

   Будем предполагать, что полный перенос частиц в газе через по-
верхность AB  отсутствует. Это означает, что слева и справа любой 
выделенный элемент поверхности пересекает одинаковое число 
молекул. Число частиц, падающих на единичную поверхность в 
газе с одной из сторон, вычислялось ранее (см. главу 1) и равно 

                                        vn
4
1

=ν  ,                                              (5.1) 

где ( ) 218 mkTv π=  – средняя тепловая скорость молекул. 

0x  λ−0x  λ+0x  

x

A 

B 

( )xG  

Рис 5.1 
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   Следующее предположение состоит в том, что при пересечении 
плоскости АВ, положение которой определено координатой 0xx = , 
каждая молекула переносит значение величины ( )xG , соответст-
вующее тому положению молекулы, где она в последний раз испы-
тала столкновение с другими молекулами. Хотя отдельные частицы 
претерпевают последние столкновения на различных расстояниях 
от плоскости АВ, можно приближенно считать, что это расстояние 
равно средней длине свободного пробега молекул λ . Величина λ  
обычно мала по сравнению с характерной длиной, на которой про-
исходит заметное изменение величины G , поэтому на расстояниях 
λ  справа и слева от плоскости можно представить G  в виде 

( ) ( )
x
GxGxG

∂
∂

λ±=λ± 00  . 

Мы ограничиваемся при этом первым членом разложения в ряд 
Тейлора около точки 0xx = .    
   Плотность потока величины G  в направлении положительных 
значений оси X  дается выражением 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

λ−=Γ÷

x
GxGvn 04

1   , 

а в направлении отрицательных значений – выражением  

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

λ+−=Γ−

x
GxGvn 04

1  . 

   Суммарная плотность потока в положительном направлении оси 
X  определяется тогда как 

                                 
x
Gvn

∂
∂

λ−=Γ+Γ=Γ −+

2
1

 .                      (5.2) 

Полученное соотношение можно рассматривать как общее уравне-
ние переноса величины G . 

 
5.2. Вязкость простого газа 
 
Обратимся к вычислению коэффициента вязкости простого газа 

на основе элементарной теории. Как следует из анализа, проведен-
ного в главе 3, вязкость или внутреннее трение в газе обусловлены 
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переносом импульса упорядоченного движения молекул в направ-
лении, поперечном по отношению к общему потоку газа. Пусть 
скорость газа, текущего в направлении оси Y , меняется по закону 

( )xu y  (см. рис. 3.3). Предполагается, что каждая частица, проле-
тающая через единичную площадку, расположенную на плоскости 
AB , несет с собой импульс ymu , определяемый значением скоро-
сти в том слое газа, где произошло последнее столкновение этой 
частицы. Это означает, что в выражении (5.1) можно положить 

( )xmuG y= . Для плотности потока импульса в газе тогда имеем 

                                      
dx

du
v y

yx ρλ−=π
2
1

 .                                (5.3) 

Сравнивая (5.3) с соотношением (3.22), получаем выражение для 
коэффициента вязкости газа  

                                       vρλ=η
2
1

 ,                                             (5.4) 

где 

mn=ρ ,             
218

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=

m
kTv . 

Отметим, что в системе СИ размерность коэффициента вязкости                       

                                       [ ]η -(кг/м с) или (Па с) . 

В соответствии с результатами предыдущей главы  

                                    ( )1,0
11   8 Ω

=
ν

=λ
n

vv
 .                              (5.5) 

Подставляя (5.5) в (5.4), с учетом соотношения (4.67) находим 

                          ( )1,02
1

Ωπ
=η

kT
( )TQ

mkT

11

21

 
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=   .               (5.6) 
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Это выражение позволяет приближенно оценивать значения коэф-
фициента вязкости газа для произвольных потенциалов взаимодей-
ствия молекул. Напомним, что для модели твердых сфер 

2
11 dQ π= , и в этом случае 

                         2

21 1
d

mkT
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=η

2179,0
d 
mkT

=  .                     (5.7) 

Поскольку η ~ m , при прочих равных условиях коэффициент 
вязкости  оказывается тем большим, чем больше масса молекул га-
за.  

   Важным выводом, следующим из (5.6) и (5.7), оказывается то, что 
коэффициент вязкости не зависит от плотности (давления) газа. 
Этот результат оказался в свое время неожиданным для основопо-
ложников кинетической теории газов. Известно, что Максвелл под-
вергнул его специальной экспериментальной проверке, наблюдая 
скорость затухания колебаний маятника, подвешенного в газе раз-
личной плотности. С тех пор факт независимости вязкости от дав-
ления, подтвержденный многими экспериментами, рассматривает-
ся как убедительное доказательство справедливости кинетической 
теории. Причина такого поведения коэффициента вязкости понят-
на. С понижением давления уменьшается величина плотности n , 
т.е. число молекул, участвующих в переносе импульса через выде-
ленную поверхность в газе. С другой стороны, при этом  обратно 
пропорционально плотности растет средняя длина свободного про-
бега λ , т.е. увеличивается результирующий перенос импульса час-
тиц через поверхность. Очевидно, что независимость коэффициен-
та вязкости от давления (или плотности) газа может иметь место 
лишь до тех пор, пока средняя длина свободного пробега мала по 
сравнению с характерным размером задачи. В случае течения газа 
между параллельными плоскостями, например, таким характерным 
размером является расстояние между пластинами h . Когда λ  и h  
становятся сравнимыми, эффективный коэффициент вязкости на-
чинает убывать с понижением плотности. Нарушение закона Мак-
свелла происходит и в случае плотных газов, что связано с откло-
нением газа от идеальности. В этом случае коэффициент вязкости 
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может увеличиваться с ростом плотности, что особенно заметно 
проявляется при низких температурах. 

   Что касается температурной зависимости вязкости, то зависи-
мость η ~ 21T , следующая из теории для модели твердых сфер, как 
правило, плохо согласуется с экспериментальными данными. Более 
достоверную температурную зависимость дает, например, исполь-

зование при вычислении ( )TQ11  или ( )1,0Ω  потенциала Сэзерлен-
да, учитывающего наличие сил притяжения молекул. Используем 
для этого случая  результат вычисления эффективного сечения 
столкновений ( ) ( )gQ 1

12 , который дается формулой (4.33) и для про-
стого газа записывается в виде 

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+π= 26

21 1121
mgd

adgQ  . 

Подстановка этого выражения в формулу (4.60) дает 
 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +π=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−π= ∫
∞

T
Cddx

x
xxdQ 1 1

T
C1 exp2 2

2
0

2321
11 , 

где 22)1( kdaC = . Полученный результат означает, что наличие 
поля притяжения приводит к увеличению кажущегося диаметра 
молекулы, которое оказывается существенным при низких темпе-
ратурах. При этом усредненное сечение рассеяния убывает с воз-
растанием температуры. Для коэффициента вязкости в этом случае 
приходим к известной формуле Сэзерленда                                

                          

T
Cd

mkT

+π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
=η

1

11
2

21

 .                                  (5.8) 

Если из эксперимента известно какое-либо одно значение коэффи-
циента вязкости 0η  при температуре 0T , то полуэмпирическое 
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соотношение для определения η  при произвольной температуре 
T  записывается как   

                                ( )
CT
CT

T
TT

+
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
η=η 0

23

0
0   .                             (5.9) 

   Для целого ряда газов формула (5.9) хорошо передает темпера-
турную зависимость коэффициента вязкости в определенном ин-
тервале температур. При этом значения констант C  могут несколь-
ко отличаться для различных интервалов температур и существен-
но отличаться для разных газов. Так для молекулярного азота 

105=C  в интервале температур 1100293 −=T К, а для двуокиси 
углерода 254=C  при 550300 −=T К и 213=C  при 

1100550 −=T К. Значения констант C  и соответствующие им ин-
тервалы температур для многих других газов можно найти, напри-
мер, в [19].  

5.3. Теплопроводность простого газа 

   Рассмотрим теперь вопрос о теплопроводности газа. Как уже от-
мечалось в главе 3, необратимый перенос энергии в газе возникает, 
если среднее значение тепловой энергии молекул или температура 
газа в разных местах оказывается различной. Предположим, что 
плоскость AB  на рис. 5.1 разделяет области с более высокой и бо-
лее низкой температурой. В результате хаотического движения 
частиц из более нагретой области в менее нагретую будут перено-
ситься частицы, обладающие в среднем более высокой энергией, 
чем частицы, переносимые в обратном направлении. В качестве 
величины G  в уравнении переноса (5.2) должна фигурировать при 
этом средняя тепловая энергия, приходящаяся на одну молекулу 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε+= TkTE

2
3 . Производная xG ∂∂  для одномерного пере-

носа энергии в газе может быть  тогда представлена в виде 

dx
dT

N
C

dx
dG

A

V=  , 
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где VC – молярная теплоемкость газа при постоянном объеме. 
Плотность потока энергии (или тепловой поток) определяется  со-
отношением                                      

                                      
dx
dTvcq Vx   

2
1

λρ−=  .                          (5.10) 

Выражение для коэффициента теплопроводности принимает в этом 
случае вид 

                                           vcV   
2
1

λρ=κ  .                                 (5.11) 

Здесь MCc VV = – удельная теплоемкость газа, AmNM = – мо-
лярная масса.  Коэффициент теплопроводности в системе СИ имеет 
размерность  

                                          [ ]κ - (дж/м с К) . 

Для газа одноатомных молекул и модели твердых сфер получаем 

             =
π⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

=κ 2

213 1
2
3

d m
Tk 0,269 2

213 1
d m

Tk  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 .               (5.12) 

В отличие от вязкости имеем κ ~ m/1 , т.е. при прочих рав-
ных условиях коэффициент теплопроводности оказывается тем 
большим, чем меньше масса молекул газа.  

Сравнение (5.11) и (5.4) показывает, что коэффициенты тепло-
проводности и вязкости связаны в общем случае простым соотно-
шением 

                                                   η=κ Vc   .                                     (5.13) 

Это означает, что в той области температур, где теплоемкость газа 
постоянна, для зависимости коэффициента теплопроводности от 
давления и температуры газа справедливы те же выводы, которые 
были сделаны выше в случае вязкости. В частности, теплопровод-
ность газа, так же как и вязкость, не зависит от давления, что под-
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тверждено многочисленными экспериментами. Температурная за-
висимость теплопроводности газа для многих случаев хорошо вос-
производится полуэмпирическим соотношением, подобным фор-
муле Сэзерленда  для вязкости (5.9).  

   Подчеркнем, что связь между κ  и η  в форме (5.13) получена в 
рамках элементарной теории явлений переноса в газах. О более 
точных соотношениях между этими коэффициентами для одно-
атомных и многоатомных газов см. в параграфах 5.5 и  5.6. 

5.4. Самодиффузия  
 
   Элементарная теория, в принципе, позволяет рассмотреть и про-
цесс диффузии в газах. В общем случае это приводит к необходи-
мости несколько модифицировать исходное уравнение (5.2), при-
нимая во внимание, что частицы различных сортов газовой смеси 
имеют различные средние длины свободного пробега. К сожале-
нию, такой подход оказывается менее продуктивным, чем в случае 
вязкости и теплопроводности. В частности, в итоге соответствую-
щих вычислений оказывается, что коэффициент взаимной диффу-
зии бинарной смеси 12D  заметным образом зависит от относитель-
ной концентрации компонентов, что не подтверждается на опыте. 
Приемлемый результат получается при рассмотрении лишь так на-
зываемой самодиффузии в газе. При этом речь идет о диффузии 
какой-то части выделенных или «меченых» молекул в собственном 
газе, например, диффузии радиоактивного изотопа в смеси частиц с 
мало отличающимися массами и сечениями рассеяния. В этом слу-
чае можно по-прежнему использовать уравнение (5.2), приписывая 
молекулам компонентов одинаковую среднюю скорость движения 

v  и одну и ту же среднюю длину свободного пробега λ . Мы 
приведем  здесь соответствующий результат для коэффициента са-
модиффузии, хотя более надежный общий метод анализа диффузии 
в смеси будет рассмотрен в следующей главе. 

Как и при анализе предыдущих свойств переноса, полный поток 
газа через любую  поверхность в газовой смеси отсутствует, что 
соответствует условию =n const. Однако, если вдоль оси X  меня-
ется относительная концентрация nnc 11 =  какого-то выделенного 
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компонента, то возникает диффузия этих «меченых» молекул, 
стремящаяся выравнять их концентрацию в объеме. Плотность 
диффузионного потока компонента 1 определяется  соотношением 
(5.2), в котором надо положить 1cG = . В результате 

                               
dx
dc

nDjx
1

11−=  ,                                           (5.14) 

где коэффициент самодиффузии 11D  равен 

                                            vD  
2
1

11 λ=  .                                      (5.15) 

Размерность коэффициента самодиффузии в системе СИ – 

                                              [ ]11D -(м2/с). 

Для модели твердых сфер 

        =
π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
= 2

21

11
 

11
dm

kT
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D ( )
2

23 1179,0
dmp

kT .                  (5.16) 

   Как и в случае теплопроводности 11D ~ m1 , т.е. коэффициент 
диффузии тем больше, чем меньше масса молекул газа. Сущест-
венно, что коэффициент диффузии обратно пропорционален дав-
лению p  и для рассматриваемой модели при =p const меняется 

пропорционально 23T . 
Заметим, что коэффициенты самодиффузии и вязкости в элемен-

тарной теории связаны простым соотношением 

                                         111 =
η

ρD
 .                                              (5.17) 

Подводя итог результатам элементарной теории явлений перено-
са в простом газе, еще раз подчеркнем, что соотношения между 
коэффициентами переноса (5.15) и (5.17), как и числовые множите-
ли в самих выражениях для коэффициентов переноса, получаемых 
с помощью элементарной теории, могут содержать значительные 
погрешности. Так, в ряде книг и учебников по молекулярной физи-
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ке [20–22], в главах, где рассматриваются явления переноса в газе, 
вместо множителя ( )21  в исходном уравнении переноса (5.2) часто 
фигурирует множитель ( )31 . Это связано с тем, что вместо более 
точной формулы для потока частиц через единичную поверхность 
(5.1) используется приближенная формула с коэффициентом ( )61  
вместо ( )41 . В других случаях (см., например, [22]) среднее рас-
стояние, проходимое частицей после последнего столкновения, по-
лагается равным ( )λ32  вместо λ . Учитывая приближенный харак-
тер элементарной теории, такому различию в множителях не сле-
дует придавать большого значения. В дальнейшем мы будем там, 
где это возможно, корректировать значения числовых множителей 
с учетом известных результатов строгой кинетической теории яв-
лений переноса в газах. 

 
5.5. Сравнение с результатами строгой кинетической теории 
явлений переноса 
 
   Полезно сравнить приведенные выше выражения для коэффици-
ентов переноса с известными результатами строгой кинетической 
теории явлений переноса в газах [1,10,11]. Получение этих резуль-
татов основывается, как правило, на приближенных методах реше-
ния кинетического уравнения Больцмана, описывающего эволю-
цию функции распределения частиц газа во времени и в простран-
стве. Строгая  кинетическая теория явлений переноса в разрежен-
ных газах и газовых смесях достаточно сложна и не является пред-
метом изложения настоящей книги. Мы отметим здесь лишь неко-
торые общие особенности одного из часто применяемых способов 
расчета – метода Чепмена -Энскога [1]. 
   Важной чертой любого из приближенных методов решения кине-
тического уравнения является то, что для слабо неоднородных га-
зов функцию распределения частиц по скоростям можно предста-
вить в виде 
                                        )1( φ+= off  ,                                        (5.18) 
где 0f  соответствует локально-равновесному распределению Мак-
свелла (1.82), а φ  – малая добавка, имеющая, как можно показать, 
порядок величины, равный отношению средней длины свободного 
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пробега в характерному размеру задачи (т.е. порядок числа Кнуд-
сена LKn λ=  ). Исходя из общих определений тензора давлений 
P̂  (3.4)  и теплового потока q  (3.11), легко обнаружить, что в ну-
левом приближении, когда  off = , мы имеем 

rsrs pP δ=  ,  0=q  . 

Отличные от нуля значения тензора вязких напряжений rsπ  и теп-
лового потока q  получаются, если принять во внимание вклад не-
равновесной поправки к функции распределения φ . В этом случае 

                          vdfcccm rssrrs φ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ δ−=π ∫ 0

2

3
1

,                (5.19) 

                                vcq dfmc
φ= ∫ 0

2
 

2   .                                (5.20) 

   В традиционном методе Чепмена-Энскога [1], который можно 
рассматривать как метод последовательных приближений по мало-
му параметру Kn , поправка φ  ищется из решения линеаризован-
ного кинетического уравнения Больцмана, левая часть которого 
преобразуется с помощью уравнений сохранения в форме Эйлера 
(т.е. без учета в уравнениях диссипативных членов). С учетом 
сложного вида находящегося в правой части интеграла столкнове-
ний Больцмана уравнение для нахождения интересующей нас по-
правки φ  принимает форму интегрального неоднородного уравне-
ния. Структура левой части уравнения показывает, что поправку φ  
следует искать в виде линейной функции градиента температуры 

T∇ и тензора скоростей сдвига Ŝ  

        ( ) ( ) rsrssr SccccbTca  
3
1 ln 2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ δ−−∇⋅−=φ c  .               (5.21) 

   Коэффициенты пропорциональности в соотношении (5.21) нахо-
дятся с помощью метода, в котором они разлагаются в ряды по по-
линомам Сонина [1,12]. С учетом определений (5.19) – (5.20) это 
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позволяет сразу записать обычные линейные соотношения перено-
са 

                            rsrs S 2η−=π ,   T∇λ−=q  ,                         (5.22) 

где коэффициенты вязкости и теплопроводности, благодаря вы-
полнению соотношений ортогональности для полиномов, опреде-
ляются значениями первых коэффициентов при полиномах в соот-
ветствующих разложениях. Сами коэффициенты находятся при 
этом из систем алгебраических уравнений, число которых опреде-
ляет порядок приближения при расчете соответствующих коэффи-
циентов переноса. Аналогичные результаты получаются и в случае 
газовой смеси. Для диффузионного потока в случае самодиффузии, 
в частности, имеем  

                                            111 xnD ∇−=j   .                                   (5.23) 

   Подробности вычисления коэффициентов переноса на основе ме-
тода Чепмена-Энскога или метода моментов Грэда можно найти в 
ряде известных монографий [1,10,11,18,23,24]. 
   Ниже приводятся результаты расчета коэффициентов переноса 
[1,] при учете в каждом конкретном случае лишь одного полинома 
Сонина в разложении соответствующих коэффициентов ( )ca и ( )cb  
в выражении для φ  (5.21) 

                                         [ ] ( )2,21 8
5

Ω
=η

kT
,                                   (5.24) 

                                      [ ] [ ]11 2
5

η=κ Vc  ,                                   (5.25) 

                                   [ ] ( )1,1111
1

8
3

Ω
=

nm
kTD  .                               (5.26) 

   Индекс 1 при квадратных скобках означает, что соответствующие 
коэффициенты переноса определены в так называемом первом при-
ближении Чепмена-Каулинга [1], что и соответствует учету  одного 
полинома в разложении. 
   Для модели твердых сфер, используя соотношения (4.86), полу-
чаем 
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   Заметим, что учет следующих полиномов в разложениях приво-
дит лишь к мало существенным поправкам в коэффициентах пере-
носа, не превышающим для модели твердых сфер 1,5% в случае 
вязкости и самодифузии и 2,5 % – в случае теплопроводности. Для 
реальных потенциалов взаимодействия молекул (типа потенциала 
Леннард-Джонса) эти поправки оказываются еще меньше. 
   Сравним результаты (5.24) – (5.26) с выражениями, полученными 
выше на основе элементарной теории. Как видно, для модели  
твердых сфер различие проявляется лишь в числовых множителях. 
Так, для вязкости они практически мало отличаются друг от друга 
(0,176 и 0,179). В силу достаточно грубых предположений, поло-
женных в основу элементарной теории, такое совпадение чисел 
следует считать случайным. В случае теплопроводности, например, 
различие между результатами оказывается весьма существенным. 
Так, в соотношении (5.25), связывающем теплопроводность и вяз-
кость в строгой теории, численный коэффициент равен ( )25  вме-
сто 1. Заметим, что это различие (в 2,5 раза) является общим неза-
висимо от принятой модели взаимодействия молекул. Объясняется 
оно тем, что в элементарной теории не учитывается корреляция 
между энергией и скоростью молекул (частицы, обладающие 
большой энергией, движутся быстрее и имеют поэтому больший 
свободный пробег). 
Связь между коэффициентом самодиффузии [ ]111D  и коэффици-

ентом вязкости [ ]1η  в строгой теории определяется соотношением 
[1,11] 
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[ ]
[ ]

∗=
η

ρ
A

D
5
6

1

111 ,     
( )

( )

( )

( )∗

∗
∗

Ω

Ω
=

Ω

Ω
= 1,1

2,2

1,1

2,2

2
A  .               (5.27) 

Для модели твердых сфер 1=∗A  и соотношение (5.27) отличается 
от (5.17) коэффициентом 1,2. В случае произвольных потенциалов 
взаимодействия величина ∗A  оказывается слабой функцией темпе-
ратуры. 
Следует подчеркнуть, что приведенные выше выражения для ко-

эффициентов переноса (5.24) – (5.26) справедливы, вообще говоря, 
лишь для газов одноатомных молекул. Сравнение с экспериментом 
показывает, однако, что в большинстве случаев они оказываются 
вполне применимыми при расчете коэффициентов вязкости и са-
модиффузии в двухатомных и многоатомных газах. В случае теп-
лопроводности ситуация иная и возникает необходимость в опре-
деленной модификации выражений (см. следующий параграф). 
На основе выражений (5.24) – (5.26) было выполнено большое 

число расчетов коэффициентов переноса различных газов [11] с 
использованием в основном двухпараметрического потенциала 
Леннард-Джонса (3.34), который в случае простого газа принимает 
вид 

                  ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

ε=
612

4
rr

rU   .                       (5.28) 

   При записи соответствующих выражений для коэффициентов 
переноса удобно использовать приведенные Ω - интегралы (4.88). 
В этом случае имеем 

                          [ ] ( )∗Ω
= 2,221 16

5 
πσ

πη mkT
  ,                            (5.29)        

[ ] ( )∗Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2,22

213

1
1

64
75

πσ
πκ

m
Tk  ,                 (5.30)     

[ ] ( )∗Ω
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 1,12

21

111
1

8
3

πσ
π
m
kT

n
D  .              (5.31)   
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   Формулы (5.29) – (5.31) полезно представить в виде, удобном      
для непосредственных расчетов  
 

                     [ ] ( ) ( )∗∗Ωσ
=⋅η

T
MT

2,22
8

1 02,26710    Па·с  ,             (5.29') 

                      [ ] ( ) ( )∗∗Ωσ
=⋅κ

T
MT

2,22
4

1 50,83210     Вт/K·м ,          (5.30') 

                     [ ] ( ) ( )∗∗Ωσ
=⋅

Tp
MT

D 1,12

3
9

111 80,26210     м2/ с  .        (5.31') 

 
 Здесь  молярная масса M  подставляется в (г/моль), температура 
T – в К, давление p – в атм , σ  – в (А°) (см. табл. 5.1). 

   Интегралы ∗Ω  являются  универсальной функцией безразмер-

ной температуры ε=∗ kTT . Таблицы значений приведенных ин-

тегралов ( )∗Ω 1,1 .и ( )∗Ω 2,2 в широком диапазоне значений ∗T  при-
ведены в Приложении 2. 
   Параметры потенциала Леннард-Джонса σ  и kε для ряда газов, 
полученные из экспериментальных данных по их вязкости, приво-
дятся в табл. 5.1. Используя значения σ , M  из этой таблицы и зна-

чения приведенных ( )∗∗Ω T -интегралов из Приложения 2, по при-
веденным  выше формулам нетрудно выполнить расчет любых ин-
тересующих нас коэффициентов переноса простого газа в заданном 
интервале температур. 

   Универсальность функции ( )∗Ω 2,2 и ( )∗Ω 1,1  позволяет сравнивать 
экспериментальные и теоретические данные  по коэффициентам 
переноса, используя некоторые приведенные значения этих вели-
чин. Так, в случае вязкости можно ввести приведенное значение 

εησ=η∗ m/2 . Тогда получаемые с  использованием σ  и ε  из 
таблицы 5.1 значения ∗η в функции от ∗T  должны ложиться на од-
ну универсальную кривую. 
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                                                                                                                          Таблица 5.1 
 
Газ   M  

г/моль 

σ ,  

   A° 

k/ε ,  

     K 

Газ   M   

г/моль 

σ  ,  

   A° 

kε ,  

K 

  H2 2,016 2,915 38,0  SF6 146,05 5,252 207,7 

  N2 28,013 3,652  98,4  C2H4 28,054 4,071 244,3 

  O2 31,99 3,407 121,1  C2H6 30,070 4,371 241,9 

  NO 30,006 3,474 125,0   He 4,003 2,610 10,40 

  CO 28,010 3,652  98,4   Ne 20,179 2,755 42,00 

  CO2 44,010 3,769 245,3   Ar 39,948 3,350 141,5 

  N20 44,013 3,703 266,8   Kr 83,80 3,571 197,8 

  CH4   16,043 3,721 161,4   Xe 131,29 3,885  274,0 

   На рис. 5.2 представлена зависимость ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛η ∗∗ T/ln  от ∗Tln , по-

строенная на основе экспериментальных данных по вязкости для 
некоторых газов [10,11].  
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Сплошная кривая соответствует теоретической кривой. Как видно,  
температурная зависимость вязкости хорошо подтверждается тео-
рией. Некоторое расхождение данных для гелия при относительно 
низких температурах объясняется необходимостью принимать во 
внимание квантовые поправки.  
   Аналогичные зависимости были получены для приведенных ко-
эффициентов самодиффузии εσ=∗ mDD /1111  в функции ∗T . 
Сравнение для  десяти исследованных газов (см [9]) показали и в 
этом случае удовлетворительное совпадение экспериментальных и 
теоретических результатов.  
   Следует подчеркнуть, что использование потенциала Леннард-
Джонса оказывается эффективным лишь в случае неполярных га-
зов, молекулы которых не обладают собственным дипольным мо-
ментом. Для полярных газов типа H20, NH3, HJ и т.п. поведение ко-
эффициентов переноса относительно этого потенциала оказывается 
аномальным. Можно улучшить совпадение теоретических и экспе-
риментальных результатов, если несколько модифицировать по-
тенциал (5.28), добавив к нему член, пропорциональный 3−r , опи-
сывающий взаимодействие двух точечных диполей (потенциал 
Штокмайера). Потенциал становится при этом трехпараметриче-
ским. Значения еще одного параметра, соответствующего введен-
ной поправке, для различных полярных газов можно найти в [9,19]. 
 
5.6. Теплопроводность многоатомных газов. Фактор Эйкена  
 
Если температура в газе неоднородна, то в случае многоатомных 

газов с возбужденными внутренними степенями свободы молекул 
помимо переноса поступательной энергии молекул существует до-
полнительный перенос их внутренней энергии. Общее выражение 
для теплового потока записывается при этом в виде (3.12). На фе-
номенологическом уровне возникающая за счет этого переноса по-
правка к коэффициенту теплопроводности впервые была получена 
Эйкеном на основе достаточно простых соображений. Эйкен пред-
положил, что в отличие от переноса поступательной энергии, когда 
необходимо учитывать корреляцию между тепловой скоростью 
молекул и их кинетической энергией (что приводит, как уже отме-
чалось, к появлению множителя ( )25  в соотношении (5.25)), кор-
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реляцией между тепловой скоростью и внутренней энергией моле-
кул можно пренебречь. Это позволяет представить теплопровод-
ность многоатомных газов в виде суммы двух слагаемых, одно из 
которых определяется соотношением типа (5.25), но с поступа-
тельной составляющей теплоемкости tr

VV cc = , а другое–
аналогичным соотношением, в котором множитель ( )25  заменяет-
ся на единицу, а поступательная составляющая  теплоемкости за-
меняется на внутреннюю теплоемкость int

Vc . Формально это можно 
записать в следующем виде 

                               ( )η+=λ+λ=λ  intintint fcfc trtrtr   .          (5.32) 

Здесь 25=trf , 1int =f , а соответствующие удельные теплоемко-
сти определены как 

M
R

m
kctr

V 2
3

2
3

==   ,       tr
VVV ccc −=int  , 

где Vc – полная удельная теплоемкость газа. Определим величину 
f ,  которая называется фактором Эйкена,  

η
λ

=
Vc

f   . 

Для одноатомных газов, очевидно, 25== trff . Для газа из много- 

атомных молекул, используя (5.32), приходим к формуле Эйкена  

                                      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

VV
Mc

R
Mc

Rf
2
31

4
15                       (5.33) 

Напомним, что удельные теплоемкости при постоянном давлении и 
постоянном объеме связаны соотношением  MRcc Vp += . Это 
позволяет преобразовать выражение (5.33) к виду 

                                     25,125,2
4

59
−γ=

−γ
=   f  ,                      (5.33') 
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где Vp cc=γ . 
   Сделаем несколько простых оценок с помощью формулы (5.33'). 
Для двухатомных газов при относительно невысоких температурах, 
когда можно пренебрегать вкладом колебательных степеней свобо-
ды молекул 

        
M
Rcc rot

VV ==int  ,      
M
RcV 2

5
=  ,      4,1=γ   ,      9,1=f  . 

С ростом температуры отношение rot
V

vib
V cc /  увеличивается от зна-

чений, много меньших единицы, до значений порядка единицы. 
Если принять MRcvib

V = , то получим 

      
M
Rc 2int =  ,               

M
RcV 2

7
=  ,        

7
9

=γ  ,      64,1≈f . 

Величина фактора Эйкена меняется, таким образом, от значения 
2,5 в случае одноатомных газов до 1,64 в случае газа двухатомных 
молекул и до еще меньших величин в случае газа из молекул, со-
стоящих из нескольких атомов.  
   Дальнейшее развитие теории теплопроводности в молекулярных 
газах (см. [1,2]) показало, что более точным является выражение 
для фактора f , в котором для intf  вместо единицы следует вы-
брать значение ηρ 11D , так что 

                          
V

V

V

tr
V

V c
cD

c
c

c
f

int
11

2
5

η
ρ

+=
η
λ

=  .                            (5.34) 

   Поскольку коэффициенты самодиффузии и вязкости молекуляр-
ного газа с достаточной точностью определяются выражениями, 
справедливыми для одноатомных газов, для интересующего нас 
отношения величин можно использовать результат (5.27), т.е. 

∗=ηρ AD 2,1 . В случае потенциала Леннард-Джонса, используя 

таблицы ∗Ω , приведенные в Приложении, легко установить, что 

величина ∗A меняется в пределах от 1,046 до 1,154, поэтому отно-
шение ηρD  можно приближенно положить равным 1,32. В этом 
случае модифицированная формула Эйкена принимает вид. 
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                                       45,077,1 −γ=  f  .                     (5.35) 

5.7. Вязкость и теплопроводность газовых смесей 

   Элементарную теорию явлений переноса в случае вязкости и теп-
лопроводности нетрудно обобщить на случай газовой смеси. Для 
произвольной газовой смеси, состоящей из N  компонентов ( N  
типов молекул), тензор вязких напряжений и вектор теплового по-
тока определяются простым суммированием по N  

           rs

N

rsrs Sη−=π=π ∑
=α

α 2
1

,   ∑
=α

αη=η
N

1
  ,                       (5.36) 

                   T
N

∇λ−== ∑
=α

α
1
qq ,    ∑

=α
αλ=λ

N

1
 .                         (5.37) 

   Здесь αη  и αλ – парциальные коэффициенты вязкости и тепло-
проводности (не путать с соответствующими коэффициентами для 
чистых компонентов), η  и λ – соответствующие коэффициенты 
для смеси. 
   При получении линейных соотношений переноса и выражений 
для парциальных коэффициентов переноса можно использовать 
общее уравнение переноса элементарной теории (5.2), записав его 
для компонента α  смеси, 

                              
x

G
vn

∂
∂

λ−=Γ α
αααα 2

1
  .                              (5.38) 

Обобщая соответствующую процедуру вывода соотношений для 
тензора вязких напряжений и теплового потока в простом газе на 

случай газовой смеси, для парциальных вязких напряжений yx απ  и 

тепловых потоков αq  получаем 

                        dx
duy

yx αα η−=π  ,        dx
dTq αα κ−=  ,                (5.39) 

где 
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        αααα λρ=η v
2
1

,         ααααα λρ=κ vcV   
2
1

.          (5.40) 

Здесь ααα =ρ nm , ( ) 218 αα π= mkTv , αVc –парциальная 
удельная теплоемкость при постоянном объеме, αλ  – средняя дли-
на свободного пробега частиц сорта α  в смеси, определяемая вы-
ражением (4.70) главы 4. 
   Рассмотрим сначала вопрос о вязкости газовой смеси. Обозначим 
через ααη  коэффициент вязкости чистого газа, образованного из 
молекул сорта α . Используя (4.70) и формулы для вязкости про-
стого газа (5.4) – (5.5), для парциального коэффициента вязкости 
приходим к выражению  

                      
∑∑
α≠β

=β α

β
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=β αα
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+
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=η NN
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  .             (5.41)   

Здесь 

                     ( )1,02
1

αα
αα

Ωπ
=η

kT
,    

( )

( )1.0

1,0

αα

αβ
αβ

Ω

Ω
=G   ,                   (5.42) 

где использованы соотношения (5.6) и  (4.83). 

Для вязкости N -компонентной газовой смеси получаем 

                                 ∑
∑=α

α≠β
=β α

β
αβ

αα

+

η
=η

N

N

x
x

G1

1
1

    .                         (5.43) 

Выражение для коэффициента вязкости смеси в форме (5.43), 
предложенное еще в 1904 г., известно как формула Васильевой.  
Многие последующие исследования, основанные на различных мо-
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дификациях элементарной кинетической теории, являлись лишь 
попыткой дать более достоверные выражения для параметра αβG . 
   Выражения (5.41) и (5.43) можно скорректировать, используя в 
качестве вязкостей чистых компонентов ααη  результаты строгой 
теории либо экспериментально определяемые величины. С другой 
стороны, для величины αβG  в случае модели молекул – твердых 
сфер, используя  соотношения (4.86) –  (4.87), получаем 

                              

( )

( )2,2

1,1

2
αα

αβ
αβ

Ω

Ω
=G   .                                            (5.44) 

Выразим это отношение через значения коэффициентов вязкости 
[ ] 1 ααη  и бинарной диффузии [ ]1 αβD  (см. следующий параграф), 
получаемые  на основе строгой теории.  

В результате 

                            
[ ]
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1

1
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6
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η+
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Dp
kT
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G   .                        (5.45) 

   Более обоснованный, хотя и приближенный результат Брокау  
(см. [11]), получается в результате разложения определителей, че-
рез которые записывается вязкость смеси в формулах строгой тео-
рии. В этом случае 

                       
[ ]
[ ]

1

1
5
6

αβ

αα

α

∗
αβαβ

η
=

Dpm
kTAG   .                               (5.46) 

Здесь ( ) ( )∗
αβ

∗
αβ

∗
αβ ΩΩ= 1,12,2A . С учетом слабого изменения величи-

ны ∗
αβA  с температурой для модели Леннард-Джонса можно ис-

пользовать некоторое среднее значение величины ( ) 32,156 =∗
αβA  

вместо 1,2 в формуле (5.46). 
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   Заметим, что расчет вязкости смеси по формуле (5.43) с исполь-
зованием (5.45) или (5.46) дает довольно близкие результаты, если 
массы частиц компонентов различаются не слишком заметно. В 
общем случае следует пользоваться более достоверным результа-
том (5.46). 

   На практике для расчета вязкости смеси на основе известных 
экспериментальных данных по вязкостям чистых газов и измерен-
ных коэффициентов бинарной диффузии часто используется общая 
формула (5.43), в которой 

                             
αβ

αα

α
αβ

η
=

Dpm
kTG 385,1  .                                 (5.47) 

Здесь ααη  и αβD – экспериментально определяемые коэффициен-
ты вязкости чистых газов и коэффициенты бинарной диффузии. 
Выражение для αβG  в виде (5.47) было предложено Уилки и Бад-
денбергом [11,19] на основе обработки большого массива экспери-
ментальных данных для двухкомпонентных смесей различных га-
зов, в результате чего в выражении появился эмпирический коэф-
фициент 1,385. Известна также формула Уилки [19], в которой фи-
гурируют лишь вязкости чистых компонентов, 

        ( )
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   Использованный выше подход можно применить и для получе-
ния соответствующих выражений в случае теплопроводности сме-
си. При этом парциальная теплопроводность компонента α  опре-
деляется выражением                                 

                                        
∑
α≠β

=β αα

αβ

αα
α

ν

ν
+

κ
=κ N

1
1

 ,                                (5.49) 
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а для теплопроводности смеси опять приходим к выражению, ана-
логичному по своей структуре формуле для вязкости смеси, 

                                   ∑
∑=α

α≠β
=β α

β
αβ

αα

+

κ
=κ

N

N

x
x

H1

1
1

  ,                        (5.50) 

где αακ – коэффициент теплопроводности чистого газа, образо-
ванного из молекул сорта α . Для одноатомных газов связь αακ  и 

ααη  в первом приближении строгой теории определяется соотно-
шением  

                                   [ ] [ ]11 4
15  

m
k

 αα
α

αα η=κ  .                           (5.51) 

В приближении, соответствующем элементарной теории, можно 
положить αβαβ = GH , где αβG  определяется выражением (5.45) 
либо (5.46). Выражение для αβH , полученное Брокау (см. [11]) раз-
ложением соответствующих определителей, через которые записы-
вается теплопроводность смеси в формулах строгой теории, оказы-
вается существенно более сложным, чем соответствующее выра-
жение (5.46) для вязкости. На практике для определения αβH  часто 
используется формула Мэзона-Саксены [11], в которой фигуриру-
ют теплопроводности чистых компонентов 
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где коэффициент 1,065 вводится эмпирическим путем для улучше-
ния согласия с  экспериментом. 
Приводимые выше выражения для теплопроводности смеси 

справедливы, вообще говоря, лишь для смеси одноатомных газов. 
Если в состав смеси входят газовые компоненты из двухатомных 
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либо многоатомных молекул, хорошим приближением при расче-
тах теплопроводности оказывается формула  Эйкена-Гиршфелдера 
[10] 
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1 1
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NN

Dx
Dx

Dnc .   (5.53) 

При этом monκ  вычисляется по формулам теории одноатомных 

газовых смесей, int
αc – удельная теплоемкость, соответствующая 

внутренним степеням свободы молекул компонента α , [ ]1ααD  и 

[ ]
1αβD – соответственно коэффициенты самодиффузии и бинар-

ной диффузии, которые либо рассчитываются по известным фор-
мулам первого приближения Чепмена-Каулинга, либо берутся из 
эксперимента. 
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ГЛАВА 6. ДИФФУЗИОННЫЕ ЯВЛЕНИЯ В ГАЗОВЫХ  
СМЕСЯХ 

 
   Неравновесные явления в газовых смесях отличаются бόльшим 
разнообразием, чем в простом газе, поскольку наряду с вязкостью и 
теплопроводностью важную роль приобретают диффузионные яв-
ления. С пространственной неоднородностью концентрации ком-
понентов смеси связано явление так называемой концентрацион-
ной диффузии, присутствие градиента давления вызывает баро-
диффузию, а наличие градиента температуры – термодиффузию. 
Как отмечалось в предыдущей главе, использование метода сред-
ней длины свободного пробега при рассмотрении диффузионных 
явлений в газовой смеси (за исключением самодиффузии) оказыва-
ется мало эффективным. Поэтому ниже мы используем другой 
подход, который можно назвать методом баланса импульса. Идея 
использования этого метода восходит еще к работам Максвелла и 
Стефана, интерес к его применению при анализе диффузии в газах 
возродился 50-х годах прошлого века (см. [26]), в кинетике газов и 
плазмы он использовался в работах Т. Каулинга [27] и Д.А.Франк-
Каменецкого [7,28]. 
 
6.1. Метод баланса импульса. Сила диффузионного трения 
 
Выделим в газе малый цилиндрический объем толщиной dx  с по-
перечным сечением S  (рис. 6.1). 

 

 
                                                Рис.6.1 
 
   Сила, действующая на молекулы компонента 1 в этом объеме и 
связанная с наличием неоднородности парциального давления 
компонента вдоль оси X , равна, очевидно, 

1dp
 

S  

dx
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( )[ ] Sdx
dx
dpdpSSdppp    1

1111 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−=+−           

В стационарном состоянии эта сила должна уравновешиваться си-
лой диффузионного трения, действующей на молекулы компонента 
1 со стороны молекул компонента 2. Природа этой силы связана с 
тем, что при столкновении разнородных молекул смеси происходит 
передача импульса от частиц компонента 1 частицам другого ком-
понента. Средняя величина теряемого при столкновениях импуль-
са, отнесенная к единице объема и единице времени, обозначалась 
выше как 1R  и рассчитывалась в параграфе 4.10. Условие баланса 
сил, вызванных наличием градиента парциального давления ком-
понента и силы диффузионного трения, для объема Sdx в устано-
вившемся режиме диффузии может быть записано в виде  

0 1
1 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− SdxRSdx

dx
dp

 

или 

                                 1
1 R 

dx
dp

=  .                                     (6.1) 

Напомним, что выражение для 1R , получаемое с использованием 
определенного приближения к функциям распределения молекул 
компонентов (4.74), имеет вид 
 

                    ( )21121211 uuR −νμ−= n   ,                            (6.2) 

где ( )212112 mmmm +=μ  – приведенная масса молекул, 12ν –  
эффективная частота столкновений с передачей импульса (см. 
формулу (4.78)). 
   Для того чтобы лучше уяснить физический смысл этого результа-
та, мы дадим здесь еще один более простой вывод выражения для 

1R , используя модель твердых сферических молекул. Пусть 12z  – 
число столкновений, испытываемых молекулой сорта 1 в единицу 
времени с молекулами сорта 2, а 1pΔ – изменение импульса моле-
кулы 1 при одном таком столкновении. Полное изменение импуль-
са молекулы сорта 1 в результате столкновений равно, очевидно, 
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112 pΔz . Соответствующее среднее изменение импульса получает-
ся усреднением по всем столкновениям. Примем для простоты, что 
среднее значение произведения двух величин можно приближенно 
заменить произведением средних, т.е. будем определять величину 

1121 pR Δ= z . Величину 12z  положим равной средней частоте 

столкновений ( )1
12ν  частиц сорта 1 с частицами сорта 2 , которая для 

модели молекул–твердых сфер определяется выражением (4.63) 

( ) 2
122

1
12 dgn π=ν   ,       

21

12

8
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πμ

=
kTg . 

   При усреднении 1pΔ  обращается в нуль та часть величины 

1pΔ , которая связана с тепловым движением частиц, поэтому 

111 up Δ=Δ m . Известно (см., например, [13, 21]), что для моле-
кул, представляемых в виде твердых упругих сфер, их рассеяние в 
результате столкновений оказывается изотропным в системе отсче-
та, связанной с их центром масс. Это означает, что в этой системе 
отсчета скорости упорядоченного движения молекул каждого сорта 
после столкновения равны нулю, а значит в обычной (лаборатор-
ной) системе отсчета обе эти скорости равны скорости центра масс 
G . Поскольку ( ) ( )212211 / mmmm ++= uuG , для среднего изменения 

скорости 1u  при столкновении имеем 
( )

21

122
11 mm

m
+
−

=−=Δ
uu

uGu  

или 
( )12121 uup −μ=Δ  . 

В результате средняя передача импульса в единичном объеме сме-
си от всех молекул сорта 1 молекулам сорта 2 определяется как  
                                   

                          ( )( )21
1

121211 uuR −νμ−= n  .                             (6.3) 
 

Как видно, различие между выражениями (6.3) и (6.2) проявляется 
в определении эффективных частот столкновений. Для модели 
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твердых сфер ( ) ( ) 12
1

12  43 ν=ν , т.е. результаты приближенного и 
строгого расчета отличаются лишь множителем ( )43 . 

 

6.2. Концентрационная диффузия 
   Начнем анализ диффузионных явлений с вывода выражения для 
диффузионного потока, вызванного неоднородностью концентра-
ции компонентов смеси. Ограничимся для простоты случаем би-
нарной смеси газов. 
   Напомним, что молярный диффузионный поток компонента 1 в 
смеси определяется выражением (3.58) 

      ( )mm n uuJ −= 111 ( )21
21 uu −=

n
nn

  ,         mm
12 JJ −= .      (6.4) 

   Запишем теперь уравнение баланса импульса для компонента 1 
(6.1) с учетом выражения для 1R  (6.2) в проекции  на направление 
оси X  

                           ( )
dx
dpuun 1

2112121 −=−νμ   .                             (6.5) 

Выражая отсюда разность скоростей компонентов, для молярного 
диффузионного потока (6.4) получаем 

                               
dx
dxnD

dx
dnDJ m 1

12
1

121 −=−=   .                         (6.6) 

Здесь использованы соотношение kTnp 11 = , определение 
nnx 11 =  и предполагается, что полное давление p  и температура 

газа T  поддерживаются постоянными. Коэффициент пропорцио-
нальности в выражении (6.6) соответствует коэффициенту бинар-
ной диффузии 12D  и определяется  выражением 

                          ( )1
12121212

2
12 4

3
Qgn

kT
n

kTnD
μ

=
νμ

=     ,               (6.7) 

где ( ) 21
128 πμ= kTg , а ( )1

12Q – среднее эффективное сечение с 

передачей импульса (формула (4.79)). Удобно выразить 12D , ис-
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пользуя также определение интеграла ( )1,1
12Ω , который связан с 12ν  

соотношением (4.84). В этом случае получаем 

                            ( )1,1
1212

12 16
3

Ωμ
=

n
kTD   .                                    (6.8) 

   Примечательно, что выражение (6.8) в точности совпадает с ре-
зультатом строгой кинетической теории, соответствуя коэффици-
енту бинарной диффузии, получаемому в первом приближении 
Чепмена-Каулинга [1], т.е. [ ] 11212  DD = .  
   Важный вывод, следующий из формулы (6.8), заключается в том, 
что коэффициент бинарной диффузии практически не зависит от 
концентрации компонентов в смеси. В строгой теории слабая зави-
симость от концентрации возникает лишь при использовании вто-
рого приближения в разложении по полиномам Сонина. Возни-
кающая поправка для реальных потенциалов взаимодействия со-
ставляет не более 1.5 %, поэтому оказывается практически несуще-
ственной. Вывод о практической независимости 12D  от концентра-
ции хорошо подтверждается экспериментом. 
   Для модели молекул –твердых сфер, учитывая (3.83), получаем 
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Для модели потенциала Леннард-Джонса имеем 

                 [ ] ( )∗Ωπσ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ
π

= 1,1
12

2
12

21

12
112

12
16
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   Формулу (6.10) можно представить также в виде, удобном  для 
непосредственных расчетов  
 

 [ ] ( )
( ) ( )∗∗Ωσ

+
=⋅

12
1,1

12
2
12

2121
3

9
112

2
80,26210

Tp
MMMMT

D   .          (6.10') 

Здесь молярная масса αM  подставляется в (г/моль), температура 
T – в К, давление p – в атм , 12σ – в (А°). При этом 

( ) 22112 σ+σ=σ , а приведенные интегралы ( )∗Ω  1,1
12  являются  уни-
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версальной функцией безразмерной температуры 12ε=∗ kTT , где 

2112 εε=ε . Таблицы интегралов ( )∗Ω  1,1
12  приведены в Приложении 

2. 
   Полученные выражения должны описывать и самодиффузию мо-
лекул в газе. Для этого случая в формулах (6.9) или (6.10) надо 

положить 212 m=μ  и dd =12 или σ=σ12 . В результате для 
модели молекул – твердых сфер, например, получаем 

                      [ ] 2

21

111
1

8
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dm
kT

n
D

π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π=  .                                    (6.11) 

Этот результат отличается от выражения для 11D  (5.16), получен-
ного методом средней длины свободного пробега в газе, лишь чис-
ленным множителем ( ) 179,183 =π . 

                   
6.3. Уравнение движения для отдельного компонента смеси.   
       Бародиффузия 
 
   Уравнение (6.2) представляет собой частную форму записи более 
общего уравнения баланса импульса для отдельного компонента 
смеси (3.38), которое для случая стационарных медленных течений 
газа в отсутствие внешних сил и в пренебрежении влиянием вязко-
сти принимает вид 

                                    =∇ αp αR  .                                         (6.12) 
 Легко показать, что исходное уравнение баланса импульса (3.38), 
рассматривавшееся в главе 3, с помощью уравнения  непрерывно-
сти (3.34) можно преобразовать к виду [18] 

                        ααα
∗
α

αα
α =−⋅∇+ρ RFP

u
n

dt
d ˆ  .                   (6.13) 

Здесь используются обозначения ( )∇⋅+∂∂= αα utdtd  и  

srrsrs wwPP     αααα
∗
α ρ−= . Выражение для αR  определяется фор-

мулой (4.80). Учитывая связь между αβν  и [ ]
1αβD , можно также 

представить  правую часть (6.13) в виде 
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                   [ ] ( )βα
β αβ

βα
α −−= ∑ uuR

1
Dn

kTnn
 .                              (6.14) 

   Напомним что уравнение движения для газовой смеси в целом 
имеет вид 

                                       0 ˆ =−∇+ρ ∑
α

ααFPu n
dt
d

 ,              (6.15) 

поэтому уравнение (6.13) имеет похожую структуру и может трак-
товаться  как уравнение движения отдельного компонента смеси. 

   В уравнении (6.13) можно приближенно положить rsrs PP α
∗
α = , 

что соответствует пренебрежению членами, квадратичными отно-
сительно малых диффузионных скоростей αw . Кроме того, мы  
будем использовать далее так называемое приближение равных 
ускорений [7], положив dtddtd uu ≈αα . Различие между этими 
величинами имеет порядок dtd αw . Эту разность, умноженную 
на αρ , можно сравнить с правой частью уравнения  (6.13), которая 
в соответствии с определением αR  (4.80) имеет порядок 

αβαα τρ /w , где αβαβ ν=τ /1 . При обычно выполняющемся ус-

ловии Lτ<<ταβ  указанной разницей ускорений можно пренеб-

речь. Тогда, выражая dtdu  из общего уравнения движения смеси 
(6.15) и подставляя его в уравнение (6.13), получаем 

           α
=α

αα
α

αα
α

α =⎟
⎟
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⎞
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⎜
⎝

⎛
ρ

ρ
ρ

−ρ+⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇

ρ
ρ

−∇ ∑ RFF
N

pp
1

 .         (6.16) 

Мы опустили здесь члены, пропорциональные вязким напряжени-
ям, полагая rsrs pP δ= αα . Для массовых сил (например, сил тяже-
сти или центробежных сил), когда силы αF  пропорциональны мас-
се частицы αm , второй член в скобках  в (6.16) обращается в нуль. 
С учетом выражения для αR (6.14) уравнение (6.16) можно пред-
ставить тогда в виде 
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                       [ ] ( ) αβα
β αβ

βα −=−∑ dww p
Dn

kTnn

1
 .                      (6.17) 

Справа мы ввели здесь величину αdp , называемую термодинами-
ческой силой диффузии, при этом  

                        pxx ln∇⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ
ρ

−+∇= α
αααd  .                     (6.18) 

   Система уравнений (6.17) носит название уравнений Стефана-
Максвелла [10]. Решение этой системы позволяет найти значения 
всех диффузионных скоростей компонентов смеси, если использо-
вать дополнительное соотношение 

                                 0=ρ∑
α

ααw  ,                                              (6.19) 

следующее из определения среднемассовой скорости смеси. 
Для бинарной смеси газов, из (6.17) и (6.18) с учетом определения 
(6.4) для молярного диффузионного потока компонента 1 получаем 

                     [ ] [ ]pkxDn p
m ln 11121 ∇+∇−=J  .                      (6.20) 

Здесь    
                                 21xxk pp α=  –                                         (6.21) 

коэффициент бародиффузии смеси, а коэффициент pα  носит на-

звание постоянной бародиффузии. Из определения 1d  (6.18) сле-
дует 

                                   
2211

12
xmxm

mm
p +

−
=α   .                             (6.22) 

Любопытно, что точно такое же выражение получается при ис-
пользовании методов неравновесной термодинамики [4,9]. Заме-
тим, что постоянная pα  (6.22) зависит только от масс и концентра-
ций компонентов смеси, поэтому она не относится к категории ки-
нетических параметров, определяемых в том числе эффективными 
сечениями столкновений частиц. 
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   При получении системы уравнений (6.17) мы пренебрегали чле-
нами, связанными с вязкими напряжениями в газе. Можно пока-
зать, что они приобретают важное значение, если рассматривать 
медленные вязкие течения смеси [29,18]. Рассмотрим, например, 
стационарное вязкое течение газовой смеси в плоском канале вдоль 
оси X  под действием градиента давления dxdp / . Уравнения  
движения (6.13) и (6.15) для компонента 1 и для смеси в целом 
принимают в этом случае вид 
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Используя соотношения 
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получаем 
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   Соотношения (6.25) позволяют выразить второй член слева в  
уравнении движения для компонента 1 (6.23) через градиент пол-
ного давления. В результате получаем 

              [ ] ( )xx uu
Dn

kTnn
dx
dp

dx
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21
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2111
 

−−=
η
η

−   .                   (6.26) 

Для молярного диффузионного потока в этом случае  имеем 

                  [ ] [ ] ⎟
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ln  211
1
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где [ ]1 
v
pα – постоянная бародиффузии в вязком потоке, опреде-

ляемая  как [29] 
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Для приближенного расчета постоянной бародиффузии [ ]1
v
p  α  

можно использовать конкретные выражения для парциальных вяз-
костей компонентов смеси, полученные в параграфе 5.4 в рамках 
элементарной кинетической теории, несколько модифицированной 
с учетом результатов строгой теории. Для бинарной смеси газов 

                  

1

2
12

11
1

1
x
xG+

η
=η ,          
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1
21

22
2

1
x
xG+

η
=η   ,           (6.29) 

где ααη – вязкости чистых компонентов, а αβG  определяется вы-
ражением (5.48). 
   Заметим, что в отличие от постоянной бародиффузии (6.22), па-

раметр 
v
pα  (6.28) зависит не только от масс, но и от эффективных 

сечений столкновений молекул, т.е. является существенно кинети-
ческой величиной и может, в принципе, иметь любой знак. Это 
особенно наглядно проявляется, если рассмотреть случай малого 
относительного различия масс и эффективных сечений столкнове-
ний молекул смеси. В частности для модели молекул - твердых 
сфер с диаметрами 1d  и 2d  расчеты, соответствующие первому 
приближению строгой теории дают [29] 

                       [ ]
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50,113,1
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=α   .                 (6.30) 

   Полученные выражения для [ ]1
v
p  α оказываются существенными 

при анализе процессов разделения газовых и изотопных смесей при 
течении их через узкие капилляры и мелкодисперсные пористые 
среды (диффузионный метод разделения изотопов [30]) 
 
6.4. Термодиффузия в газовой смеси 
 
   Наряду с обычной концентрационной диффузией и бародиффузи-
ей в газовой смеси может возникать также относительное движение 
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ее компонентов, вызванное неоднородностью (градиентом) темпе-
ратуры. Это явление называется термической диффузией или про-
сто термодиффузией. Если, например, газовая смесь находится  в 
замкнутом объеме и имеет первоначально постоянный состав, то 
термическая диффузия, возникающая из-за наличия градиента тем-
пературы, приводит через некоторое время к появлению неодно-
родности состава смеси (градиента концентрации). Поскольку эта 
неоднородность, в свою очередь, вызывает обычную (концентра-
ционную) диффузию, то в установившемся состоянии между гра-
ницами объема возникает разность концентраций, при которой раз-
делительное действие термической диффузии уравновешивается 
перемешивающим эффектом обычной диффузии. Таким образом, 
термодиффузия вызывает частичное разделение компонентов пер-
воначально однородной смеси. Именно этот эффект положен в ос-
нову экспериментальных методов обнаружения термодиффузии и 
измерения соответствующих параметров, характеризующих этот 
процесс [31].   
   В принципе явление термодиффузии предсказывается выводами 
феноменологической неравновесной термодинамики [9]. Однако на 
практике об этом явлении стало известно лишь после того, как в 
1911 г. Д. Энског и независимо от него С. Чепмен построили об-
щую кинетическую теорию явлений переноса в газах и газовых 
смесях. Хотя диффузия в смеси газов на кинетическом уровне де-
тально рассматривалась еще в работах Максвелла, для получения 
конкретных результатов ему пришлось использовать одно очень 
сильное допущение о характере взаимодействия молекул между 
собой. Это допущение, существенно упрощавшее расчеты, предпо-
лагало, что молекулы, представляющие собой точечные центры 
сил, отталкиваются друг от друга с силой, убывающей обратно 
пропорционально пятой степени расстояния между ними, что соот-
ветствует показателю отталкивания 4=ν  в потенциале взаимо-
действия молекул. Как было показано в главе 4 (см. формулы (4.31) 
и (4.32)), этот случай так называемых максвелловских молекул со-
ответствует постоянной частоте столкновений с передачей импуль-
са. Развитая позднее строгая кинетическая теория показала, что 
именно для этого частного случая взаимодействия молекул явление 
термодиффузии отсутствует. 
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   По сравнению с другими свойствами переноса в газе, которые 
обусловлены самим фактом столкновений молекул между собой, 
термодиффузия относится к более тонкой группе явлений, по-
скольку ее существование обусловлено не столько наличием 
столкновений, сколько характером зависимости эффективной час-
тоты столкновений от относительной скорости молекул. К сожале-
нию, многочисленные попытки объяснить это явление на элемен-
тарном уровне, исходя, в частности, из модели средней длины сво-
бодного пробега, представляются мало убедительными. Мы дадим 
здесь более надежную интерпретацию этого явления  на основе  
метода  баланса импульса, которым мы уже пользовались при ана-
лизе обычной концентрационной диффузии и бародиффузии. Ис-
пользуемый подход близок к методу рассмотрения диффузии и 
термодиффузии, предложенному Фэрри [32]. 
   Самым существенным в методе баланса импульса является полу-
чение необходимого выражения для средней передачи импульса 
при столкновениях разнородных частиц смеси αR  или “диффузи-
онной силы трения”. Ранее при расчете этой величины нами ис-
пользовалось достаточно простое приближении к функции распре-
деления частиц (4.74). При этом величина αR  оказалась пропор-
циональной разности макроскопических скоростей компонентов. 
Ниже мы покажем, что явление термодиффузии может быть полно-
стью объяснено, если для вычисления αR  использовать более пол-
ное приближение к функции распределения компонента α , доба-
вив в разложении (4.74) наряду c членом, пропорциональным αc , 

еще один член, пропорциональный 2
ααcc . Общий вид таких раз-

ложений подсказывается строгой кинетической теорией, например, 
разложением функции распределения в ряд по векторным и тен-
зорным полиномам Эрмита в так называемом методе моментов 
Грэда [33, 18]. 
   Практика показывает, что расчеты заметно упрощаются, если 
слегка перегруппировать члены в возникающем разложении функ-
ции распределения и представить его в виде 

                   ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −γ⋅+⋅+= αααααααα 2

51 20 cff cbca  .      (6.31) 
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Упрощение вычислений при таком выборе αf  связано с тем, что 
полиномы, фигурирующие в разложении (6.31), являются ортого-
нальными друг другу с весовой функцией, соответствующей мак-
свелловскому распределению ( )0

αf  [18]. 

   Векторные параметры αa  и αb  легко выразить через макроско-
пические параметры компонентов смеси, если использовать опре-
деления диффузионной скорости и парциального теплового пото-
ков компонентов плазмы 

            ∫ ααα
α

α = ccw df
n
1

,     αααααα ∫= ccq dfcm 2

2
1

    (6.33) 

 и подставить в них разложение (6.31). Неравновесные параметры 

αw  и αq  должны обращаться в нуль при ( )0
αα = ff , поэтому 

уравнения для  определения αa  и αb  принимают вид 
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 .   (6.34) 

 
При вычислении возникающих при этом интегралов можно ис-
пользовать интегральное соотношение, справедливое для произ-
вольного постоянного вектора A , 
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( ) ( ) ( ) cAcccA dc cFdcF  2

3
1
∫∫ =⋅   , 

а также представление cd  в сферической системе координат, ко-
торое после интегрирования по углам записывается как  

dccd 24π=c . Для получения необходимых результатов остается 

вычислить  лишь несколько интегралов вида ( )dcccr 2

0

exp β−∫
∞

 для 

четных значений 8 ,6 ,4=r . (см. Приложение 1). Часть интегралов, 
входящих в выражения (6.34), обращается при этом в нуль, а инте-
ресующие нас коэффициенты αa и αb  выражаются в результате 

через αw  и αq следующим образом                                             

                        α
α

α = wa
kT
m

  ,         
α

αα
α =

pkT
m h

b
5
2

  ,            (6.35) 

где 

                                        αααα −= wqh p
2
5

  .                        (6.36) 

Здесь введена векторная величина αh , которая  называется приве-
денным парциальным тепловым потоком. Заметим, что суммиро-
вание (6.36) по α  приводит к соотношению для полного теплового 
потока смеси 

                       ∑∑
α

αα
α

α += whq p
2
5

 .                             (6.37) 

Если сравнить это выражение с результатом (3.84) главы 3, то оче-
видно, что величины αh  должны определять ту часть теплового 
потока, которая связана с градиентом температуры, т.е. обычную 
теплопроводность в смеси. Более общий анализ, который приводит 
к выражению (3.85), показывает, что в выражения для αh  могут 
входить также относительно малые члены, пропорциональные 
диффузионным скоростям компонентов [18]. 
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   Обратимся к случаю бинарной смеси газов. Вычисление величи-
ны 1R  с использованием функций распределения компонентов 
смеси в форме (6.31) производится на основе общего выражения 
(4.72) главы 4 с переходом к переменным в системе центра масс 
сталкивающихся частиц. Та часть этой величины, которая связана с 
коэффициентами αa , была уже фактически вычислена ранее и 
приводит к результату (6.2). Оставшаяся часть, выражающаяся че-
рез коэффициенты αb , может быть рассчитана аналогичным обра-
зом. Подробности вычислений приводятся в Приложении 4. Соот-
ветствующий результат можно представить  в виде 

                          TD
111 RRR +=     ,                                            (6.38) 

где D
1R – диффузионная сила трения, определяемая  выражением 

(6.3), а T
1R  – так называемая термосила, которая записывается в 

виде 
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Здесь 12μ – приведенная масса частиц и  
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где  величина ∗
12C  представляет собой отношение Ω -интегралов 
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   Строгая кинетическая теория [18] дает явные выражения для пар-
циальных приведенных тепловых потоков 1h  и 2h . Как уже от-
мечалось, основной вклад в них дают члены с градиентом темпера-
туры. В этом случае 

                    T∇κ−= 11h   ,         T∇κ−= 22h   ,                  (6.42) 
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где ακ – парциальные коэффициенты теплопроводности. Исполь-
зуя полученные результаты, уравнение диффузии в рассматривае-
мом случае можно записать в виде 
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 Для молярного диффузионного потока приходим к выражению 

            [ ] [ ]TkpkxDn Tp
m lnln 11121 ∇+∇+∇−=J   .            (6.44) 

Здесь pk  определено формулами (6.22) – (6.23), а коэффициент 

термодиффузии Tk  записывается  в виде                                              

                             21xxk TT α=   ,                                             (6.45) 

где постоянная термодиффузии Tα определена  как                                           

              [ ] ⎟⎟
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κ
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⎠
⎞

⎜
⎝
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xmxmDnkT  .               (6.46) 

 Полученное выражение совпадает с результатом строгой теории, 
получаемом во втором приближении метода Чепмена-Энскога [9–
11] или метода Грэда [18]. Второе приближение соответствует уче-
ту двух полиномов Сонина в разложении (6.32). На самом деле, 
поскольку коэффициенты αa  не дают вклада в термодиффузию, 
результат (6.46) соответствует первому неисчезающему приближе-
нию теории. 
   Выражения для парциальных теплопроводностей 1κ  и 2κ .в стро-
гой теории вычисляются независимо и оказываются достаточно 
сложными [18]. Для приближенных оценок и  расчетов можно ис-
пользовать результаты элементарной кинетической теории тепло-
проводности смеси, приведенные в параграфе 5.4. Напомним, что 
парциальные коэффициенты теплопроводности можно определить 
в этом случае как 
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1
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x
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κ
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В модифицированном варианте элементарной теории 

                               αε
α

αα η=κ
m
k

4
15

  ,                                   (6.48) 

а αβH  определено выражением (5.46) либо (5.52). 
   Характер температурной зависимости постоянной термодиффу-
зии Tα  (6.46) определяется в основном коэффициентом 12ξ . 
(6.40). Используя результаты вычисления Ω -интегралов для по-
тенциала взаимодействия частиц, соответствующего обратно-
степенному закону (4.28), можно получить соотношение [9] 

                                  
12

12
12

4
  

5
1

ν
−ν

=ξ  ,                                        (6.49) 

где 12ν – показатель отталкивания в потенциале взаимодействия. 
Как видно, при 412 =ν  (модель максвелловских молекул) по-
стоянная термодиффузии обращается в нуль. Именно по этой при-
чине явление термодиффузии не было открыто еще во времена 
Максвелла.. 
   Для модели молекул – твердых сфер ( ∞→ν12 ) имеем 2,012 =ξ ., 
для кулоновских взаимодействий заряженных частиц ( 112 =ν ) по-
лучаем 6,012 −=ξ . Очевидно, что постоянная термодиффузии мо-
жет быть как положительной, так и отрицательной. В случае реаль-
ных потенциалов взаимодействия (например, потенциала Леннард-
Джонса) параметр 12ξ  оказывается функцией приведенной темпе-

ратуры ε=∗ kTT  и может менять знак [31] при некотором значе-
нии температуры (температура инверсии). На практике это озна-
чает, что если величина Tα  положительна, то компонент 1 смеси 
стремится в более холодную зону, а компонент 2– в более нагре-
тую. 
   В общем случае постоянная термодиффузии оказывается очень 
сложной функцией температуры, масс молекул и эффективных се-
чений столкновений, а также концентрации компонентов [1, 10 24, 
31]. При этом зависимость от температуры определяется в основ-
ном поведением параметра 12ξ , а главная зависимость от масс и 
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поперечников рассеяния заключена в выражениях  для 1κ  и 2κ . 
Относительно простые выражения  для Tα  можно получить  в слу-
чае изотопных смесей или смесей с малой относительной разницей 
масс молекул и эффективных поперечников рассеяния молекул 
компонентов. В частности для модели молекул - твердых сфер с 
массами 1m , 2m  и диаметрами 1d , 2d  расчеты, соответствующие 
первому неисчезающему приближению строгой теории, в этом 
специальном случае дают [1,24] 

                    [ ]
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12

21

21
1 39,089,0

dd
dd

mm
mm

T +
−

+
+
−

=α                     (6.50) 

Возможность практического использования явления термодиффу-
зии для разделения изотопных и газовых смесей была реализована 
в так называемых термодиффузионных колоннах. В 1938 г. Клузи-
ус и Диккель показали, что единичный разделительный эффект, 
возникающий в длинной вертикальной трубе в радиальном направ-
лении за счет термодиффузии, может быть многократно увеличен 
за счет тепловых конвективных потоков, направленных вдоль оси 
трубы. С помощью термодиффузионных колонн было осуществле-
но разделение большого числа изотопов химических элементов 
[31] . 
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ГЛАВА 7. УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА В ПЛАЗМЕ 
 

   Выше мы определили плазму как частично или полностью  иони-
зованную газовую смесь, образованную из произвольного числа 
сортов заряженных и нейтральных частиц и удовлетворяющую ус-
ловию квазинейтральности. При таком подходе электроны и ионы 
наряду с атомами (либо молекулами) рассматриваются как отдель-
ные компоненты смеси, на заряженные частицы которых воздейст-
вуют электрические и магнитные поля. Помимо особой роли элек-
тронов и ионов в явлениях переноса, новым в описании плазмы по 
сравнению с обычной газовой смесью оказывается как раз учет 
действия электрических и магнитных полей. Это отражается как в 
появлении новых членов в уравнениях сохранения для плазмы, так 
и в усложнении вида соотношений для входящих в них неравно-
весных потоков. Другая важная особенность связана с так назы-
ваемой неизотермичностью или многотемпературностью плаз-
мы. Из-за слабой передачи энергии при столкновении электронов с 
тяжелыми частицами (ионами и нейтральными атомами) в плазме 
могут реализовываться состояния, характеризуемые различными 
температурами электронов и тяжелых частиц. В общем случае в 
силу разных причин могут оказаться различными и температуры 
ионов и атомов. В систему уравнений переноса плазмы необходимо 
включать поэтому не только уравнения сохранения для плазмы в 
целом, но и уравнения баланса импульса и энергии для каждого 
отдельного компонента, в которых учитываются члены, описы-
вающие среднюю передачу импульса и энергии при столкновениях 
частиц.  
   В настоящей главе формулируются общие уравнения переноса в 
плазме и рассматриваются соотношения для диффузионных пото-
ков в плазме в присутствии электрического и магнитного полей. 
 
7.1. Общие уравнения переноса для многокомпонентной плазмы 
 
   Уравнение непрерывности (уравнение сохранения числа частиц) 
для отдельного компонента плазмы имеет тот же вид (3.33), что и в 
случае обычной газовой смеси, 
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                         0=⋅∇+
∂
∂

αα
α un
t

n
 .                                  (7.1) 

При записи соответствующих уравнений для заряженных частиц  в 
них можно учесть также рождение и исчезновение частиц в резуль-
тате реакций ионизации и рекомбинации. Для электронного компо-
нента, в частности, имеем  (см. также параграф 2.7) 

                  ieraefee
e nnknnkun
t

n 2−=⋅∇+
∂
∂

 .                   (7.2) 

   Умножим уравнение (7.1) на заряд частицы α  сорта αe  и про-
суммируем по всем сортам частиц. В результате приходим к запи-
сываемому в локальной форме уравнению сохранения заряда в 
плазме  

                           0=⋅∇+
∂
ρ∂ j
t

e
 .                                       (7.3) 

Здесь ∑
α

αα=ρ ene – плотность объемного заряда плазмы и вво-

дится вектор плотности тока  

                                 α
α

αα∑= uj en .                                      (7.4) 

Величина j  представляет собой сумму средних потоков заряда 
частиц, переносимых в единицу времени через единицу поверхно-
сти в плазме благодаря существованию скоростей упорядоченного 
движения этих частиц. Учитывая, что αα += wuu , где αw – 
диффузионная скорость частиц сорта α , можно представить (7.4)  
в виде 

α
α

αα∑+ρ= wuj ene . 

   Первый член в этом выражении соответствует конвективному 
переносу объемного заряда плазмы, связанному с движением плаз-
мы как целого, второй – так называемому току проводимости. Для 

квазинейтральной плазмы ( 0=ρe ) остается лишь один вид тока, и 
мы имеем дело с величиной, называемой плотностью тока прово-
димости, 
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                                             α
α

αα∑= wj en  .                                  (7.5) 

Из уравнения (7.3) в этом случае следует, что 0=⋅∇ j . 
   Уравнения сохранения импульса и энергии (3.43) и (3.46), полу-
ченные ранее для газовой смеси, несколько модифицируются в 
случае плазмы благодаря учету электромагнитных сил, действую-
щих на электроны и ионы плазмы. 
   Выражение для силы, действующей на отдельную заряженную 
частицу, можно определить выражением 
 

                                  ( ) αααα +×+= XBuEF eZ  .                      (7.6) 
 

Справа здесь фигурирует сила Лоренца, действующая при наличии 
электрического поля E  и магнитного поля B  на частицу, обла-
дающую зарядом αα = eZe  (для электронов 1−=eZ , для ней-
тральных частиц 0=αZ ). Величина αX  соответствует силам не-
электромагнитной природы. Для простоты ниже учитывается дей-
ствие только силы тяжести, так что gX αα = m .  
   Введем определение электрического поля E′ , действующего в 
системе отсчета, движущейся вместе с плазмой, 

                                 BuEE ×+=′  .                                         (7.7) 
Второе слагаемое в (7.7) – это индуцированное электрическое поле, 
возникающее при пересечении потоком плазмы силовых линий 
магнитного поля. 
   Соответствующие члены в уравнениях движения и энергии плаз-
мы с учетом определений (7.5) и (7.6) можно представить тогда в 
виде 

            gBjF ρ+×=ρ∑
α

αα   ,     EjFw ′⋅=⋅ρ∑
α

ααα .       (7.8) 

 При этом величина Bj×  представляет собой силу (отнесенную к 
единице объема плазмы), возникающую за счет взаимодействия 
тока и магнитного поля (сила Ампера), а Ej ′⋅ – выделение энергии 
в единице объема плазмы при прохождении тока (джоулево теп-
ло). 
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   Система уравнений сохранения для плазмы в целом с использо-
ванием (7.8) перепишется  в виде 

    0=ρ⋅∇+
∂
ρ∂ u
t ,                                             (7.9) 

                     p
dt
d gBjπu

ρ+×=⋅∇+∇+ρ  ,                            (7.10) 

                 Ejuπuq ′⋅=∇+⋅∇+⋅∇+ρ :p
dt
dTcV  .              (7.11) 

Уравнения (7.9) – (7.11) должны быть дополнены уравнением со-
стояния газовой смеси (3.55) при включении в число компонентов 
смеси также электронов и ионов. 
   Для того чтобы полностью замкнуть приведенную систему урав-
нений, к ним необходимо добавить еще уравнения Максвелла, опи-
сывающие изменения электрического и магнитного полей, 

             jB 0μ=×∇   ,      
t∂

∂
−=×∇

BE   ,       0=⋅∇ B  .          (7.12) 

При записи этих уравнений мы пренебрегаем током смещения, что 
справедливо при рассмотрении достаточно медленных процессов в 
плазме. Кроме того, поскольку используется условие квазинейт-

ральности ( 0=ρe ), из общей системы уравнений можно исклю-

чить уравнение Пуассона eρ=⋅∇ε E0 , в которое явно входит 
объемный заряд. Фактически это уравнение нужно только для оп-
ределения отклонения плазмы от квазинейтральности (по найден-
ному из остальных уравнений системы полю E ), которое необхо-
димо учитывать либо вблизи границ плазмы (в слое толщиной по-
рядка радиуса Дебая), либо при анализе высокочастотных колеба-
ний плазмы. 
   Заметим, что новые члены, появившиеся в уравнениях движения  
и энергии для плазмы по сравнению с уравнениями для газовой 
смеси, связаны с наличием плотности тока проводимости в плазме. 
В соответствии с выражением (7.5) плотность тока проводимости 
j  определяется относительной диффузией заряженных частиц 
плазмы  Так, для частично ионизованной плазмы, образованной из 
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электронов, одного типа ионов и нейтральных частиц, с учетом ус-
ловия квазинейтральности ( Znn ie = ) имеем 

                      ( )ieeiiee enZenen wwwwj −−=+−=  .         (7.13) 
   Наиболее простое феноменологическое соотношение для j  соот-
ветствует локальной форме записи закона Ома 

                         ( ) EBuEj ′σ=×+σ=    .                            (7.14) 
Ниже мы получим также более общий результат, соответствующий 
записи так называемого обобщенного закона Ома. Более сложными 
в случае плазмы по сравнению с обычной газовой смесью оказы-

ваются также соотношения для тензора вязких напряжений π̂  и 
теплового потока q . Мы обсудим вопрос о виде этих соотношений 
в главе 8. 
   Как следует из результатов предыдущей главы, при анализе  
диффузионных явлений оказывается эффективным метод, основан-
ный на использовании уравнения движения для отдельного компо-
нента смеси (6.12). В нашем случае с учетом выражения для αF  
(7.6)  соответствующее уравнение принимает вид 

  ( ) αααααα
∗
α

αα
α =×+−−⋅∇+ρ RBuEXPu eZnn

dt
d

.     (7.15) 

   Выражение для средней передачи импульса при столкновениях 
частиц αR  уже рассчитывалось и использовалось нами в предыду-
щих главах. Опуская пока вклады, связанные с учетом термодиф-
фузионных членов (см. параграф 6.3), представим его в виде 

                      ( )βααβαβ
α≠β

αα −νμ−= ∑ uuR n  .                      (7.16) 

   Здесь )( βαβααβ +=μ mmmm – приведенная масса молекул, а 

эффективная частота столкновений с передачей импульса αβν  

определена выражением (4.78). Заметим, что выражение для αβν  
записывалось до сих пор для случая, когда температуры компонен-
тов смеси предполагаются одинаковыми. Ниже мы будем приме-
нять также более общее определение этой величины, справедливое 
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для случая различных температур компонентов плазмы (см. сле-
дующий параграф). 
   Использование уравнений (7.15) с правой частью (7.16) соответ-
ствует квазигидродинамическому приближению или так называе-
мой двухжидкостной гидродинамике в теории плазмы [7, 27]. Мы 
применим их в дальнейшем при анализе процессов диффузии и 
электропроводности в плазме в присутствии магнитного поля. 
Для медленных установившихся течений плазмы можно положить 

0=αα dtd u . В этом случае, полагая также  rsrsrs pPP δ=≈ αα
∗
α  

(т.е. пренебрегая вкладом вязких напряжений), уравнение (7.15) 
можно представить в виде уравнения баланса импульса, подобного 
использованному ранее при анализе диффузии в газовой смеси (см.  
главу 6) 

( ) ( )BwEww ×+′+−∇=−νμ ααααβααβαβ
α≠β

α∑ eZnpn  .  (7.17) 

   В более общем случае уравнение (7.15) преобразуется с исполь-
зованием приближения “равных ускорений” [7,18]. Полагая 

dtddtd uu ≈αα , можно исключить dtdu  в уравнении (7.15) с 
помощью уравнения движения плазмы как целого (7.10). В резуль-
тате приходим к системе уравнений вида 

( ) +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∇

ρ
ρ

−∇−=−νμ α
αβααβαβ

α≠β
α∑ ppn ww   

                                    ( ) ( )BjBwE ×
ρ
ρ

−×+′+ α
ααα eZn  .      (7.18) 

 Мы опустили здесь для простоты вклады, связанные с учетом дей-
ствия сил неэлектромагнитной природы. На самом деле, если эти 
силы пропорциональны массе частицы (как, например, в случае 
действия силы тяжести), соответствующие члены автоматически 
выпадают  из уравнений (7.18).  
   Системы уравнений (7.17)  или (7.18) должны быть  в общем слу-
чае дополнены условием 

                                0=ρ∑
α

ααw   .                                        (7.19) 



191 

Последнее означает, что из N диффузионных скоростей ( N –
полное число компонентов плазмы) только 1−N  величин являются 
независимыми.  
   Как уже отмечалось в главе 3, уравнение баланса энергии смеси 
получается при суммировании соответствующих уравнений балан-
са для каждого компонента. Здесь возникает та же проблема, что и 
с уравнением баланса импульса компонента (7.15), связанная с вы-
бором системы отсчета, в которой определяются макроскопические 
параметры компонентов (температура, тензор давлений, тепловой 
поток). Можно показать, что при определении этих параметров от-
носительно системы отсчета, связанной со среднемассовой скоро-
стью смеси u , уравнение баланса энергии для компонента α  в 
приближении равных ускорений  записывается в виде [18] 
                     

αααααααα
α

α ⋅−=⋅∇+∇+⋅∇+ Rwhuu Qp
dt

dTkn :π
2
3

 ,  (7.20) 

 где αh – приведенный тепловой поток частиц сорта α , опреде-
ляемый выражением  (6.36). 
   Здесь для простоты считается что частицы, составляющие плаз-
му, являются бесструктурными, т.е. не обладают внутренними сте-
пенями свободы. Величина αQ  представляет собой среднее изме-
нение энергии при столкновениях частиц сорта α  с частицами 
других сортов. При вычислении этой величины (см. Приложение 3) 
предполагается, что функция распределения частиц компонента α  
имеет форму максвелловского распределения, определяемого при 
собственной температуре каждого компонента αT . Полученный 
результат записывается тогда в виде 

                  ( )βα
β

αβ
βα

αβ
αα −ν

+

μ
−= ∑ TT

mm
knQ 3   .               (7.21) 

 
7.2. Эффективные частоты столкновений частиц в плазме 
 
   В случае неизотермической плазмы с отличающимися друг от 
друга температурами компонентов αT  величина средней передачи  
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импульса при столкновениях частиц αR , как показывают кон-
кретные вычисления (см. Приложение 3 ), сохраняет тот же вид 
(7.16), что и в случае однотемпературной плазмы. Несколько мо-
дифицируется лишь фигурирующая в выражении для αR  эффек-

тивная частота столкновений частиц с передачей импульса αβν , 

при записи которой вместо параметра ( kT2αβμ ) появляется па-

раметр αβγ , определяемый как 

        
βα

βα
αβ γ+γ

γγ
=γ  ,       

α

α
α =γ

kT
m

2
 ,        

β

β
β =γ

kT
m

2   .        (7.22) 

Аналогичные соображения относятся и к величине αβν , фигури-

рующей в выражении для αQ (7.20). 

   Общее выражение для αβν  при βα ≠ TT записывается в  виде 

       
( )1

3
4

αβαββαβ =ν Qgn  ,              

21
4

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

πγ
=

αβ
αβg  ,                         

                   
( ) ( ) ( ) ( )dxxQxxQ   exp 211

0

251 −
αβαβ

∞

αβ γ−= ∫   .            (7.23) 

   В случае одинаковых температур компонентов плазмы выраже-
ние (7.23) совпадает с полученным ранее выражением (4.78). В 
дальнейшем для простоты мы будем рассматривать случай лишь 
так называемой двухтемпературной плазмы, когда температура 
электронного компонента eT  может отличаться от температуры 
тяжелых частиц (ионов и атомов). Из-за заметного обмена энергией 
при столкновениях тяжелых частиц температура соответствующих 
им компонентов быстро выравнивается, поэтому будем считать ее 
одинаковой и равной T . На практике чаще встречается ситуация, 
при которой TTe ≥ . В этом случае из-за малости отношения 
( )ke mm  при ek ≠  (индекс k  относится к тяжелым  частицам) 
имеем ke γ<<γ  и eeeek kTm=γ≈γ . Таким образом, эффектив-
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ная частота столкновений электронов с тяжелыми частицами будет 
определяться только температурой электронного компонента плаз-
мы. Выражение для нее принимает вид 

( )1

3
4

ekekek Qvn=ν    ,      
( ) ( ) ( )( )dxgQxxQ ekek   exp 1

0

251 ∫
∞

−= ,         

               
( )( ) ( )( ) χχχ−χσπ= ∫

π

dggQ ekek sincos1,2
0

1
  ,              (7.24) 

                          xg e
21−γ=   ,             

21
8

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

=
e

e
e m

kTv . 

В литературе по физике плазмы [34,35] часто используется пред-

ставление ekν  в виде                         

   ( ) dvv
kT
m

vv
kT
m

e

e
ek

e

e
ek ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ν⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
=ν ∫ 24

25

2
exp 

23
8

  .     (7.25) 

Под интегралом в выражении (7.25) фигурирует зависящая от ско-
рости электрона v  частота столкновений с передачей импульса 

                 

( ) ( )( ) ( )( ) χχχ−χσπ==ν ∫
π

dvvnvvQnv ekkekkek sincos1, 2
0

1 .  (7.26)   

Поскольку модуль относительной скорости частиц в этом случае  
практически совпадает с модулем скорости электрона v , легко 
убедиться, что представление (7.25) ничем не отличается от выра-

жения для ekν , даваемого формулой (7.24). 
   Для атом-атомных и ион-атомных взаимодействий, предполагая 
температуры соответствующих компонентов одинаковыми и рав-
ными T , можно использовать обычное соотношение (4.78) для  

αβν   
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( )1

3
4

αβαββαβ =ν Qgn  ,      

21
8

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

πμ
=

αβ
αβ

kTg             (7.27) 

либо выразить эту величину через Ω -интегралы 

                                  ( )1,1

3
16

αββαβ Ω=ν n   ,                                    (7.28) 

где 

                        ( ) ( )∗Ωπσ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πμ

=Ω 1,1
12

2
12

21

12

1,1
12 2

kT
 .                       (7.29) 

Можно также представить αβν  с помощью коэффициента бинар-

ной диффузии  [ ]1 αβD  

                             [ ]1 αβαβ

β
αβ μ

=ν
Dn
kTn

 .                                     (7.30) 

   Обсудим теперь вопрос об эффективных частотах столкновений 
заряженных частиц в плазме. При их определении можно восполь-
зоваться результатом вычисления диффузионного сечения рассея-
ния ( )( )gQ 1

12  для кулоновских столкновений частиц, полученным в 
главе 4. Для  взаимодействия заряженных частиц α  и β  сорта  
имеем      

            ( ) ( ) αβαβ Λπ= ln4 2
0

1 bgQ  ,       
2

0

2

0 4 g

eZZ
b

αβ

βα

μπε
=  .          (7.31) 

Подставляя  это  выражение в (7.22), после простых вычислений 
находим    

          ( ) αβ
αβ

βα
αββαβ Λ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

μπε
γ

π
=ν ln

43
16

2

0

2
2

32
1

eZZ
n  .               (7.32) 

Здесь αβΛln – кулоновский логарифм, величина αβΛ определяется 
при этом как                    

           Dree αβ

αβ

βα
αβ γ

μπε
=Λ 012

   ,              ∑
α α

αα−

ε
=

kT
enrD

0

2
2  .      (7.33) 
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Для эффективной частоты взаимодействия электронов с ионами 
заряда Ze  в двухтемпературной плазме с ie TT ≠  при выполнении 

условия ie γ<<γ  или 1<<eiie TmTm  имеем 

                    eii
ee

e
ei n

m
Ze

kT
m

Λ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

πε⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛π
=ν ln

43
24

2

0

223

 ,         (7.34) 

где 

       Dei r
Ze

kT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ πε

=Λ 2
043 ,     ( )

21

2 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

ε
=

eie

ieo
D ZTTen

TkTr  .             (7.35) 

Сравнивая выражение (7.34) с определением (7.24), легко обнару-
жить, что роль среднего эффективного сечения электрон-ионных 
столкновений выполняет величина 

                    ( )
( ) ei

e
ei kT

ZeQ Λ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

πε
π

= ln1
42 2

2

0

2
1  ,                     (7.36) 

которая в отличие от обычных электрон-нейтральных сечений дос-
таточно резко меняется  с температурой (~ 2−

eT ). 
   Параметр eiν  играет основную роль при описании явлений диф-
фузии и электропроводности полностью ионизованной плазмы. 
При анализе явлений теплопроводности и вязкости оказываются 
важными также характерные частоты электрон-электронных и ион 
-ионных взаимодействий. Из-за слабой зависимости от величины 
Z  под знаком логарифма можно приближенно положить 

eiee Λ≈Λ lnln . В этом случае  из общего выражения (7.32) следует  

                                  eiee Z ν=ν −12  .                                    (7.37) 
Для эффективной частоты ион-ионных столкновений имеем 

                   iii
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i
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kT
m

Λ⎟
⎟
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⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
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⎝

⎛π
=ν ln

43
24

2

0

2223

.            (7.38) 

 Легко заметить, что 



196 

ei
i

e
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m
mZ ν⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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 .

(Приближенная связь между iiν  и  eiν  соответствует предполо-
жению eiii Λ≈Λ lnln ).  
   Для неизотермической плазмы оказывается существенной еще 

одна эффективная частота столкновений E
αβν , характеризующая  

среднюю скорость обмена энергией между компонентами плазмы, 
имеющими разные температуры. Рассмотрим для простоты случай 
пространственно однородной плазмы, когда уравнение баланса 
энергии для компонента α  (7.19) можно записать в виде уравнения 
релаксации температур 

                     ( )βα
β

αβ
α −ν−=

∂
∂ ∑ TT

t
T E   ,                               (7.39) 

где 

                       αβ
βα

αβ
αβ ν

+

μ
=ν

mm
E 2

  .                                           (7.40) 

Обратная величина EE
αβαβ ν=τ 1  соответствует, очевидно, ха-

рактерному времени релаксации температур компонентов к общей 
для плазмы равновесной температуре. Средняя частота столкнове-
ний, характеризующая передачу энергии при взаимодействии элек-
тронов и ионов в плазме, определяется  в этом случае как 

                                         ei
i

eE
ei m

m
ν=ν

2
  .                                    (7.41) 

Соответствующее характерное время релаксации температур элек-
тронов и ионов оказывается в ( )ei mm 2  больше, чем время релак-
сации импульса eiei ντ 1= . Для плазмы водорода, например, от-
ношение этих времен составляет три порядка величины. 
 Иерархия характерных частот столкновений в  полностью ионизо-
ванной плазме выстраивается в результате таким образом 



197 

                          E
eiiieiee ν>>ν>>νν ~   .                              (7.42) 

Иерархию обратных величин, т.е. соответствующих времен между 
столкновениями частиц, можно представить тогда в виде 

                           eeeiii
E
ei ττ>>τ>>τ ~   .                     (7.43) 

   Как видно, время релаксации температур компонентов оказыва-
ется самым большим из всех времен. Именно это обстоятельство 
позволяет вводить в рассмотрение различные температуры элек-
тронов и ионов и, если характерное время обмена энергией превы-
шает характерное макроскопическое время задачи, считать это раз-
личие приближенно постоянным во времени. Отрыв температуры 
электронов от температуры остальных компонентов плазмы может 
поддерживаться также протеканием тока в плазме (точнее, связан-
ным с этим током выделением джоулева тепла), а также другими 
причинами, зависящими в каждом случае от конкретной ситуации. 
 
7.3. Обобщенный закон Ома 
 
   Уравнения (7.15) или следующие из них уравнения (7.17) можно 
использовать для вывода обобщенного закона Ома в плазме, связы-
вающего плотность тока проводимости j  со значениями электри-
ческого и магнитного полей, а также градиентами парциальных 
давлений частиц в плазме. Ниже мы рассмотрим вывод этого зако-
на для случая трехкомпонентной частично ионизованной плазмы.  
   Пусть индексы nie ,,  соответствуют электронам, ионам и ней-
тральным частицам (атомам или молекулам), заряды электронов и 
ионов равны eee −= и Zeei =  соответственно. Будем полагать 
также массы ионов и нейтралов одинаковыми ( mmm ni == ).  
Воспользуемся уравнениями (7.18). Уравнение для электронной 
компоненты ( e=α ) может быть упрощено благодаря наличию ма-
лого параметра mme=δ , при этом можно, в частности, опустить 
члены пропорциональные ρρ e . В результате 

( ) ( )[ ] −−=−ν+−ν ∗Ewwww enmn eneenieeiee   
                                                           )( kw ×ω− eeee mn  ,          (7.44) 
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где величина 

                                             B
e

e m
e

=ω                                       (7.45)  

 имеет смысл циклотронной или ларморовской частоты для элек-
тронов, BBk = , а поле ∗E  определено выражением 

                                 e
e

p
en
∇+′=∗ 1EE .                                  (7.46) 

Введем новые переменные ie www −=  и ni wws −= . Величи-
ну s  называют иногда скоростью проскальзывания ионов. Урав-
нение (7.44) перепишется  тогда в виде 

              [ ] )(0 kwEsw ×ω−−=ν+ν ∗
eeeeeenee mnenmn ,     (7.47)                   

где 0ν  определено как 

                                 enei ν+ν=ν0   .                                       (7.48) 
   Введем определение степени ионизации плазмы 

( )aii nnn +=α . Нетрудно показать, что с учетом условия (7.19) 
для диффузионных скоростей и в пренебрежении малыми членами 
порядка mme=δ , имеет место соотношение 
                                      ( )sww  1 α−+=e .                                (7.49) 

 В результате для определения плотности тока wj ne−=  помимо 
уравнения (7.47) необходимо лишь одно соотношение, связываю-
щее скорость проскальзывания ионов s  и величину w . Использу-
ем для этого уравнение (7.18), записанное для нейтральной компо-
ненты ( )n=α . Учитывая, что α−≈ρρ 1n , можно представить это 
уравнение в виде 

( )[ ]+∇α−−∇−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ν+ν−ν− ppmn
mn

mn neneein
ii

enee 1
2

sw  

                                                      ( ) )(1 kw ×ωα−+ eeemn  . 
Выражая отсюда s , находим 



199 

   ( )[ ] ( )Pwws
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+×τωα−+
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2)(1
1 mn

k
i
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eene   ,          (7.50) 

где 1−ν=τ enen , 1−ν=τ inin  и ( )ie ppp +∇−∇α=P . Параметр ε  
определяется при этом как 

             

( ) ( )
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 .            (7.51) 

   Примерная оценка отношений эффективных сечений электрон-
атомных и ион-атомных столкновений для различных газов дает 
величину, заключенную в пределах (0.1–10) Учитывая малость от-
ношения 1mme , получаем, что при eT  ~ iT  параметр ε  также ока-
зывается малым. 
   Рассмотрим сначала случай, когда магнитное поле отсутствует. 
Уравнения (7.47) и (7.50) принимают при этом вид 

[ ] ∗−=ν+ν Esw enmn eenee 0  ,     ( )Pws
ε+

τ
+

ε+
ε

−=
1

2
1 mni

in . 

   Подставляя значение s  в первое уравнение, замечаем, что в по-
лученном выражении можно пренебречь членами, пропорциональ-
ными малой величине ε . При этом член, пропорциональный P , 
оказывается малым по сравнению с членом пропорциональным  

ep∇ , входящим в ∗E . В результате получаем  уравнение                                      
∗−=ν Ew enmn eee 0 , 

из которого с учетом определения wj ene−=  следует 

                         )1(  e
e

p
en
∇+′σ=σ= ∗ EEj  .                                 (7.52) 

Коэффициент электропроводности σ  записывается  при этом как 

                            0

2
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=σ

e

e

e

e
m

en
m

en
 ,                                   (7.53) 

где 0ν  определяется выражением (7.48). При конкретных расчетах 
этой величины можно использовать выражения (7.24) и (7.34) для 
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эффективных частот электрон-нейтральных и электрон-ионных 
столкновений.    
   Заметим, что в отсутствие градиента электронного давления вы-
ражение (7.52) соответствует обычной локальной форме записи 
феноменологического закона Ома (7.14). Подчеркнем, что полу-
ченные результаты соответствуют по точности первому приближе-
нию Чепмена-Каулинга. Учет следующих приближений несколько 
корректирует численные коэффициенты в этих выражениях. Осо-
бенно существенным это оказывается в случае полностью ионизо-
ванной плазмы, где численный коэффициент возрастает почти в 
два раза. Более детально мы обсудим результаты строгой теории в 
следующей главе. 
   Рассмотрим теперь уравнения (7.47) и (7.50) в случае, когда учи-
тывается присутствие магнитного поля. Опуская дающие малый 
вклад члены, пропорциональные величине P , и подставляя s  в 
(7.47), замечаем, что в полученном выражении можно пренебречь 
членами, пропорциональными малой величине ε , только там, где 
они не умножаютcя на циклотронную частоту eω , которая может 
принимать произвольные значения. В результате приходим к сле-
дующему выражению для обобщенного закона Ома 

                  [ ( ) ]kjkkjjE ××+×β+=σ ∗ s)( 0   ,               (7.54) 
где σ  соответствует электропроводности плазмы в отсутствие 
магнитного поля (7.53). Величина 00 τω=β e  называется парамет-
ром Холла для электронов, а параметр s  равен 
                                   ( ) 2

000
21 βδ=ββα−= is                                 (7.55) 

и носит название коэффициента проскальзывания ионов относи-
тельно нейтралов. При этом inii τω=β – параметр Холла для ио-
нов, где 

                                        B
in

i
Ze
μ

=ω   .                                         (7.56) 

   Проекцию уравнения (7.54) на направление магнитного поля по-
лучаем, образуя скалярное произведение его левой и правой частей 
с вектором k . В результате для параллельной составляющей плот-
ности тока имеем 
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                            ∗σ= Ej ,             0σ=σ   ,            (7.57) 

где ( )kEkE ⋅⋅= ∗∗ . Таким образом, плотность тока вдоль на-

правления магнитного поля определяется тем же значением элек-
тропроводности σ , что и в отсутствие магнитного поля.  
   Полная плотность тока определяется как ⊥+= jjj , где   

                ( )kjkj ⋅⋅=   ,           ( )kjkjjj ××=−=⊥   .        (7.58) 

Решение уравнения (7.54) для составляющих плотности тока, пер-
пендикулярных магнитному полю, можно найти в результате сле-
дующих простых операций. Образуем векторное произведение 
уравнения (7.54) с вектором k .В результате имеем  
 

( ) ( )( ) ⊥
∗ β−×+=×σ jkjkE 01  s . 

 
 Выражая отсюда ( )kj×  и подставляя его в исходное уравнение 
(7.57), находим                             

( ) ( ) ⊥
∗

⊥⊥
∗
⊥

∗ +×
+
σβ

+
+
β

++=+σ jkEjjjEE  s
ss 11
0

2
0 . 

 
Если исключить из этого уравнения соотношение для продольных 
величин (7.57), то для ⊥j  получаем 

               ( )
( ) ( )

( )∗∗
⊥⊥ ×

β++
σβ

+
β++

+σ
= EkEj 2

0
2

0
2
0

2 11
1

ss
s   ,             (7.59) 

 
где ( )[ ]kEkE ××= ∗∗

⊥  . 
   Окончательное выражение для плотности тока проводимости в 
плазме ⊥+= jjj  можно представить тогда  в виде 

                         ( )∗∗
⊥⊥ ×σ+σ+σ= EkEj H E   .                         (7.60) 
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Здесь ||σ , ⊥σ  и Hσ  – продольная, поперечная и холловская  элек-
тропроводности плазмы, определяемые соответственно выраже-
ниями  

σ=σ||  ,     ( ) 2
0

21
1

β++

+
σ=σ⊥

s
s

  ,   ( ) 2
0

2
0

1 β++

β
σ=σ

s
H      (7.61) 

   В полностью ионизованной плазме  00 =δ и eiτ=τ0 . В этом 
случае                 

ei
e

e

m
en

τ=σ=σ
2

||  ,  221
1

eieτω+
σ=σ⊥  , 221 eie

eie
H τω+

τω
σ=σ . (7.62) 

   Из полученных выше выражений следует, что магнитное поле не 
влияет на электропроводность плазмы вдоль силовых линий маг-
нитного поля. Если электронный параметр Холла мал ( 10 <<β ), то 
магнитное поле почти не влияет на токи поперек магнитного поля. 

Однако при 1≥βo  это влияние оказывается заметным. При этом  
магнитное поле может заметно ослаблять ток в направлении попе-

речной компоненты электрического поля ∗E , а также создавать 
ток Холла в направлении, перпендикулярном как электричеcкому, 
так и магнитному полю. Заметим, что для частично ионизованной 

плазмы, удовлетворяющей условию 11 −− τ≥τ eien , имеем                

                          ( )
iβ

β
α−=δ 021  ~ 1<<ε  ,                                  (7.63) 

поэтому влияние параметра проскальзывания ионов 2
00βδ=s  на-

чинает сказываться на значениях ⊥σ  и Hσ  гораздо позднее, чем 
влияние параметра Холла для электронов, а для полностью ионизо-
ванной плазмы эффект проскальзывания вообще отсутствует. В 
последнем случае  при 1>>τω eie  получаем 

               22
eieτω

σ
=σ⊥   ,       

eie
H τω

σ
=σ   .                     (7.64) 

 



203 

7.4. Диффузия в слабоионизованном газе  
 
   Рассмотрим слабо ионизованный газ, образованный из электро-
нов, ионов и нейтральных атомов одного сорта. Напомним, что ус-
ловие слабой ионизации определяется как 

                                 enei ν<<ν   .                                            (7.65) 
Поскольку при этом 1<<α , по отношению к независимой диффу-
зии заряженных частиц нейтральный компонент выступает как 
среда, скорость которой nu  фактичеcки совпадает со среднемас-
совой или среднемолярной скоростью смеси. Молярные диффузи-
онные потоки заряженных частиц определены  при этом как 

                 ( )n
m n uuJ −= ααα ,              ie,=α  .             (7.66) 

 
   Рассмотрим вначале случай, когда магнитное поле отсутствует, а 
электрическое поле действует в направлении оси X . Будем пола-
гать, что в том же направлении изменяются плотности заряженных 
компонентов. Тогда уравнения (7.17) для электронного и ионного 
компонента  запишутся в виде 

                         ( )
dx

dpeEnuumn e
eneenee −−=−ν   ,                                       

                           ( )
dx
dpZeEnuun i

iniinini −=−νμ  .                 (7.67) 

Для молярных диффузионных  потоков отсюда получаем 

En
dx
dnDJ ee

e
e

m
e μ−−=  , 

                                  EnZ
dx
dn

DJ ii
i

i
m
i μ+−=  ,                           (7.68) 

где использованы соотношения  kTnp ee = , kTnp ii = . 
   Коэффициенты диффузии электронов и ионов определены как                         

                      
ene

e
e m

kTD
ν

=  ,        
inin

i
i

kTD
νμ

=  .                   (7.69) 
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При этом коэффициенты подвижности αμ  и диффузии αD  связа-
ны соотношением Эйнштейна 

                              α
α

α =μ D
kT

e
 .                                      (7.70) 

Заметим, что в соответствии с оценкой (7.51) 
                    ie DD >>  ,       ie μ>>μ  ,                               (7.71) 

поэтому скорость диффузии электронов намного превышает ско-
рость диффузии ионов. 
   Полученные выше выражения легко обобщить и на случай диф-
фузии заряженных частиц поперек магнитного поля. Уравнения 
(7.17) для электронного и ионного компонента в рассматриваемом 
нами случае слабо ионизованной плазмы  принимают вид  

( ) EkJJ eeee
m
ee

m
e nnD μ−∇−=×β+ , 

                       ( ) EkJJ iiiii
m
ii

m
i nZnD μ+∇−=×β+   ,           (7.72) 

где enee τω=β  и inii τω=β . Рассмотрим в качестве примера ци-
линдрический столб плазмы, помещенный в продольное (направ-
ленное по оси цилиндра) магнитное поле. Предположим, что элек-
трическое поле и все градиенты направлены лишь в радиальном 
направлении. Тогда из решения уравнений (7.72) для радиальных 
потоков поперек магнитного поля получаем 

ree
e

e
m
e En

dr
dnDJ ⊥⊥⊥ μ−−=  ,  

                          rii
i

i
m
i EnZ

dx
dn

DJ ⊥⊥⊥ μ+−=  ,                   (7.73) 

где 

            21 α

α
⊥α

α
⊥α

β+
==

D
b

e
kT

D   ,          ),( ie=α  .            (7.74) 

Заметим, что в сильном магнитном поле, когда 12 >>βα , имеют ме-
сто неравенства                                   

                    ⊥⊥ << ie DD   ,       ⊥⊥ μ<<μ ie  ,                          (7.75) 
т.е. условия, обратные условиям (7.71). Это означает, что скорость 
радиальной диффузии ионов поперек магнитного поля может зна-
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чительно превышать скорость радиальной диффузии электронов. 
Мы оставляем  здесь в стороне анализ холловских диффузионных 
потоков, перпендикулярных как электрическому, так и магнитному 
полям. 
   Рассмотрим теперь вопрос о так называемой амбиполярной диф-
фузии в слабоионизованной плазме. Пусть магнитное поле отсутст-
вует. При диффузии заряженных частиц в поле градиентов их соб-
ственного парциального давления из-за высокой подвижности 
электронов по сравнению с ионами может возникать разделение 
зарядов. Возникающее при этом электрическое поле (поле объем-
ного заряда) начинает препятствовать диффузии электронов и, на-
оборот, способствовать диффузии ионов. Это поле должно расти до 
тех пор, пока не станут одинаковыми диффузионные потоки элек-
тронов и ионов, что соответствует установлению квазистационар-
ного состояния. Совместная  диффузия электронов и ионов носит 
название амбиполярной диффузии. 
   В качестве конкретного примера рассмотрим радиальную диффу-
зию заряженных частиц в длинной цилиндрической трубе в усло-
виях, когда на ее стенках происходит интенсивная рекомбинация 
частиц, благодаря чему возникают радиальные градиенты плотно-
сти заряженных частиц. Пусть в начальный момент времени квази-
нейтральность плазмы точно осуществляется во всем объеме. В 
отсутствие внешнего электрического поля из-за большого различия 
в коэффициентах диффузии электронов и ионов (см. условие 
(7.71)) вблизи стенок будет нарастать объемный отрицательный 
заряд и возникнет радиальное электрическое поле объемного заря-
да. В соответствии с соотношениями (7.68) это поле, так же, как и 
градиенты плотности заряженных частиц, будет воздействовать на 
их диффузию. Квазистационарное состояние наступает, когда диф-
фузионные потоки сравниваются по своей  величине, что соответ-
ствует отсутствию электрического тока в плазме. (Последнее воз-
можно, например, при отсутствии контакта плазмы с внешними 
проводниками). Действительно, из определения тока проводимости 
в плазме при выполнении условия  ie Znn =  получаем 

                                 ( )m
i

m
e JJej −−=  .                                 (7.76) 
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Условие 0=j  можно использовать для того, чтобы найти величи-
ну напряженности электрического поля, возникающего в плазме в 
квазистационарном состоянии. Приравнивая выражения  для m

eJ и 
m
iJ  (7.68) и полагая  drZdndrdn ie = , находим 

                             
dr
dnZDDEn i

ie

ei
re μ+μ

−
=                                    (7.77) 

(Мы заменили здесь координату x  радиальной координатой r ). 
Подставляя поле rE  (7.77) в выражение для  диффузионного пото-
ка ионов (7.68), находим 

                          
dr
dnDJJ i

A
m
e

m
i −==  ,                                        (7.78) 

где 

              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

μ+μ
μ

=
μ+μ
μ+μ

=
i

e

ie

e
i

ie

eiie
A T

TZDDZDD 1  .                (7.79) 

   Коэффициент AD  носит название коэффициента амбиполярной 
диффузии. При выполнении условий (7.71) получаем 

                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

i

e
iA T

TZDD 1  .                                      (7.80) 

Если TTe =  и 1=Z , имеем iA DD 2= , т. е. коэффициент ам-
биполярной диффузии всего лишь в два раза больше коэффициен-
та диффузии ионов, но значительно меньше коэффициента сво-
бодной (униполярной) диффузии электронов. Таким образом, ам-
биполярное электрическое поле существенно уменьшает направ-
ленную скорость электронов. 
   При наличии продольного магнитного поля в результате анало-
гичных преобразований вместо соотношений (7.78) получаем соот-
ношения для радиальных диффузионных потоков поперек магнит-
ного поля  в виде 

                            
dr
dnDJJ i

A
m
e

m
i ⊥⊥⊥ −==   ,                               (7.81) 
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где ⊥AD  получается из (7.79) заменой коэффициентов αD  и αμ  на 
соответствующие поперечные коэффициенты ⊥αD  и ⊥αμ . В силь-
ном магнитном поле при выполнении условий (7.75) имеем 

                                 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ⊥⊥

e

i
eA ZT

T
DD 1   .                                (7.82) 

 При TTe =  и 1=Z  получаем, что коэффициент амбиполярной 
диффузии поперек сильного магнитного поля равен удвоенному 
коэффициенту поперечной диффузии для электронов 

                            2
2

2
e

e
eA

D
DD

β
== ⊥⊥  .                                      (7.83) 

   При наличии градиента температуры в плазме  в выражениях для 
диффузионных потоков в общем случае необходимо учитывать 
термодиффузионные члены. Анализ показывает, что для диффузи-
онного потока электронов  вклад термодиффузии связан с учетом 
лишь парциального приведенного потока электронов T

eh , а в урав-
нениях диффузионных потоков для ионов и нейтралов фигурируют 

лишь парциальные тепловые потоки T
ih  и T

nh . При учете термо-
диффузии следует иметь в виду, что в исходных уравнениях (7.17), 
на основе которых получаются соотношения для потоков (7.68), 
фигурируют градиенты парциального давления компонентов. С 
учетом соотношения ααα = kTnp  эти градиенты можно предста-
вить как 

                               ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += α

α
α

α
α

dx
dTn

dx
dnTk

dx
dp

. 

В результате молярные диффузионные потоки электронов и ионов  
в слабо ионизованном газе запишутся  в виде 

            ( )
dx
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T
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DJ e

e
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Teeee
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11 α+−μ−−=  , 

           ( )
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11 α+−μ+−=   .         (7.84) 
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 Постоянные термодиффузии e
Tα  и i

Tα  в этом случае, как правило, 
заметно меньше единицы, а для некоторых потенциалов взаимо-
действия частиц могут вообще обращаться в нуль. Выражения для 

i
Tα  могут рассчитываться по известным формулам для бинарной 

смеси газов, компонентами которой служат ионы и атомы. Выра-
жения для постоянной термодиффузии электронов e

Tα  будут об-
суждаться в следующей главе. 
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ГЛАВА 8. КОЭФФИЦИЕНТЫ ПЕРЕНОСА В ЧАСТИЧНО 
ИОНИЗОВАННОЙ ПЛАЗМЕ 

 
   В настоящей главе мы применим методы вычисления коэффици-
ентов переноса, использованные ранее для газовых смесей, для то-
го чтобы оценить их значения в частично ионизованном газе. При 
этом для вязкости и теплопроводности плазмы вполне удовлетво-
рительные результаты могут быть получены на основе метода, ис-
пользующего концепцию средней длины свободного пробега час-
тиц. Для определения электропроводности и вклада термодиффу-
зии в плотность тока проводимости и тепловые потоки в плазме 
достаточно эффективным оказывается подход, основанный на ис-
пользовании метода баланса импульса. Разумеется, существенное 
упрощение подходов дает в ряде случаев лишь качественное опи-
сание рассматриваемых явлений, поэтому там, где это оказывается 
возможным, наряду с приближенными приводятся точные резуль-
таты кинетической теории. 
 
8.1. Электропроводность частично ионизованного газа 
 
   Согласно результатам предыдущей главы, плотность тока прово-
димости в плазме в отсутствие магнитного поля определяется вы-
ражением 

                                      )1( e
e

p
en

 ∇+σ=σ= ∗ EEj  ,                           (8.1) 

где σ – коэффициент электропроводности плазмы 

                                       0

2

0

2
τ=

ν
=σ

e

e

e

e

m
en

m
en

 .                              (8.2) 

 Средняя эффективная частота столкновений с передачей импульса 
представляет собой сумму соответствующих частот электрон-
нейтральных и электрон-ионных столкновений 

                                         enei ν+ν=ν0  .                                    (8.3) 
 По точности  вычислений этот результат соответствует первому 
приближению Чепмена-Каулинга. 
Общее выражение для эффективной частоты ekν  имеет вид 
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( )1

3
4

ekekek Qvn=ν   ,      
21

8
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

=
e

e
e m

kTv  .                   (8.4) 

Среднее эффективное сечение столкновений ( )1
ekQ  определяется 

при этом выражением (7.24). Конкретный расчет его требует зна-
ния дифференциального сечения рассеяния электрона на тяжелой 
частице либо проинтегрированного по углам рассеяния эффектив-
ного сечения столкновений с передачей импульса ( )( )vQek

1 . Для 
электрон-нейтральных столкновений из эксперимента определяется 
обычно зависящая от скорости (или энергии) электрона эффектив-

ная частота столкновений с передачей импульса vvek =ν )( ( )( )vQek
1 . 

В этом случае для определения ekν  можно воспользоваться выра-
жением (7.25). 

   Для электрон-ионных столкновений eiν  и ( )1
eiQ  могут быть 

рассчитаны до конца и определяются выражениями (см. формулы 
(7.34) и (7.36)) 

    ( )1

3
4

eieiei Qvn=ν ,    ( )
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⎠

⎞
⎜
⎜
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⎛
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= ln1
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e
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kT
ZeQ .     (8.5) 

 В единицах СИ имеем  
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e
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 .                                  (8.6) 

   Для слабо ионизованного газа можно пренебречь электрон-
ионным взаимодействием по сравнению с взаимодействием элек-
тронов с нейтральными атомами. Этому условию отвечает, очевид-
но, требование 
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          enei ν<<ν     или       ( ) <<1
eii Qn ( )1

enn Qn   .             (8.7) 

Наоборот, в случае полностью ионизованной плазмы 

            enei ν>>ν      или       ( ) >>1
eii Qn ( )1

enn Qn   .             (8.8) 

 Степень ионизации, разделяющая два этих предельных случая, 

определяется условием  enei ν=ν  или 

                                ni nn = ( ) ( )11 / eien QQ   .                            (8.9) 
 В качестве примера, иллюстрирующего применение этого условия, 
рассмотрим случай, когда нейтральными частицами являются мо-
лекулы водорода (пример взят из книги [8]). При этом 
               ( ) 201 105,13 −⋅≈enQ  м2   ,              4≤T эВ  ; 

             ( )
21

17
1 100,3

T
Qen

−⋅
≈  м2  ,            4эВ ≤≤ T 30эВ  

 (напомним, что 1 эВ соответствует температуре  11400≈T К). 
 Если для вычисления ( )1

eiQ  воспользоваться формулами (8.6), то с 

помощью (8.9) можно найти критические значения отношения, 

ni nn / , при которых enei ν=ν . Для различных значений ie nn =  

в диапазоне температур 52 1010 − К эти отношения приведены в 
табл. 8.1. Из таблицы следует, что из-за относительно большой ве-

личины сечений ( )1
eiQ  при низких температурах кулоновские 

столкновения заряженных частиц могут играть существенную роль 
даже при очень небольших степенях ионизации плазмы. 
   С использованием формул (8.2)–(8.4) для электропроводности 
слабоионизованного газа получаем 

          ( ) ( )121

22 1471,0
ennee

e

ene

e

QnkTm
en

m
en

=
ν

=σ                      (8.10) 
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                                                                                     Таблица 8.1 
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   Этот результат можно сравнить со значением электропроводно-
сти, получаемой методами строгой кинетической теории в пределе 
так называемого лоренцевского газа [1, 8]. Под газом Лоренца под-
разумевается смесь легкого (в данном случае это электроны) и тя-
желого компонента при условии, что легкий компонент присутст-
вует в малом количестве, так что можно пренебрегать взаимодей-
ствиями составляющих его частиц (электронов) по сравнению с 
взаимодействием частиц легкого и тяжелого компонентов (элек-
тронов и нейтралов). Получаемое в этом случае выражение для σ  
имеет вид [8, 34, 35] 

                         ( ) vdf
v

v
kT

en M
e

ene

e ∫ ν=σ
22

3
1

   ,                           (8.11) 

где M
ef – максвелловская функция распределения электронов по 

скоростям, а частота столкновений с передачей импульса ( )venν  
определена выражением (7.26). Используя представление 

dvvf df M
e

M
e

24π=v  и вводя переменную ( ) vkTmx ee
212= , можно 

представить (8.11) в виде  

                          ( ) ( )dxx
v

x
m

en

ene

e 2

0

42

exp
3

8
−

νπ
=σ ∫

∞

 .               (8.12) 
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   Если эффективное сечение рассеяния электрона на атоме ( ) ( )vQen
1  

убывает приблизительно как v1  (что характерно, например для 
рассеяния электронов на атомах водорода и гелия в диапазоне 

энергий (3 – 50) эВ) , то ( ) =ν ven
( ) ( ) =vQv en
1 const. В этом случае 

( )venν  совпадает с эффективной частотой столкновений enν  и ин-
тегрирование (8.12) (значение интеграла см. в Приложении 1) при-
водит к результату, в точности совпадающему с (8.10). Для случая, 
когда эффективное сечение ( ) ( )vQen

1  не зависит от скорости элек-
трона, т.е. когда ( )venν ~ v  (что имеет место, например, для рассея-
ния электронов на атомах неона и азота в том же диапазоне энер-
гий) значение электропроводности, рассчитанной по формуле  
(8.12), превышает значение, следующее из (8.10), на 13 % (коэффи-
циент 0,532 вместо 0,471). Отличия от результата (8.10) могут ока-
заться более значительными, если зависимость ( )venν  носит суще-
ственно немонотонный характер (как, например, при рассеянии 
электронов на атомах тяжелых инертных газов). 
   Обратимся теперь к случаю полностью ионизованной плазмы 

( enei ν>>ν ). Используя в (8.2) выражение для eiν  (8.5), находим 

                    
eie

e
m

en
ν

=σ
2 ( ) ( )

Λ
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=
ln

4
298,0 2

2
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21

23

Zem
kT

e

e   .               (8.13) 

   Выражение для σ , которое можно считать практически точным, 
было получено Спитцером и Хэрмом [15] на основе численного 
интегрирования уравнений, получаемых методом Чепмена-Энскога 
[1] , и имеет вид 

          
( ) ( )

Λ
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=
ν

=σ
ln

4
589,0975,1 2
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21

232

Zem
kT

m
en

e

e

eie

e ,             (8.14) 

Таким образом, точное значение электропроводности полностью 
ионизованной плазмы оказывается примерно в два раза больше 
значения, получаемого на основе соотношения (8.13). 
   Электропроводность частично ионизованной плазмы рассчиты-
валась во многих работах (см., например, [8,18,34] и обзорную ста-
тью [35]). В них анализировалась, в частности, сходимость выра-
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жений для электропроводности, получаемая при использовании 
более высоких приближений метода Чепмена-Каулинга [1], учиты-
вающих несколько полиномов Сонина в разложении функции рас-
пределения. Для многих частично ионизованных газов уже исполь-
зование второго или третьего приближения дает для электропро-
водности вполне удовлетворительные результаты. Плохая сходи-
мость наблюдается в случаях, когда эффективное сечение рассея-
ния электронов на атомах имеет резко выраженный рамзауэров-
ский минимум (атомы Ar, Kr, Xe). В качестве альтернативы этим 
выражениям  мы приведем здесь известную формулу Фроста, ис-
пользующую так называемое “правило смеси”, которая обеспечи-
вает правильный предельный переход к случаям слабоионизован-
ной и полностью ионизованной плазмы. Правило это заключается в 
том, что в выражение для электропроводности лоренцевского газа 
(8.12) вместо ( )venν  подставляется модифицированное выражение 
для эффективной частоты столкновений  вида 

   ( ) ( ) Λ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
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⎞
⎜⎜
⎝
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+ν=ν ln

42
 8
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221

2
ee
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en

F

m
e

kT
m

v
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vv  .   (8.15) 

   Отметим, что зависимость от скорости второго члена в этом вы-
ражении иная, чем в обычном выражении (7.25) для ( )veiν  в случае 
полностью ионизованной плазмы, и выбрана в таком виде, по-
скольку при конкретных расчетах обеспечивает близкое к (8.14) 
значение в предельном случае полной ионизации. Вместе с тем, 
использование (8.15) в формуле (8.12) дает достаточно точные ре-
зультаты при промежуточных степенях ионизации, что подтвер-
ждается сравнением с расчетами электропроводности, основанны-
ми на других методах. Даже в случае рассеяния электронов на ато-
мах тяжелых инертных газов “правило смеси” дает достаточно  
удовлетворительные результаты,   
 На рис. 8.1 представлено сравнение значений электропроводности, 
рассчитанных разными методами, в функции температуры для час-
тично ионизованной плазмы аргона (результаты взяты из книги 
[8]). По оси ординат отложены значения отношения σ  к электро-
проводности, определяемой формулой (8.2). Сплошная кривая со-
ответствует расчетам, полученным с учетом 12-го порядка при-
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ближения в разложении по полиномам Сонина. Пунктирная кривая 
рассчитана с использованием правила смеси. 

 
 
8.2. Теплопроводность плазмы 
 
   Тепловой поток в частично ионизованной плазме складывается в 
общем случае из переноса тепла электронами, ионами и нейтраль-
ными атомами. Покажем, что в частично ионизованной плазме в 
отсутствие магнитного поля вкладом ионной теплопроводности 
можно фактически пренебречь, и коэффициент теплопроводности 
плазмы определяется в основном вкладом электронного и ней-
трального компонентов. 
   Рассмотрим сначала случай полностью ионизованной плазмы, 
образованной их электронов и однократно заряженных ионов 
( 1=Z ). Если использовать формулу Васильевой (5.46), получен-
ную методами средней длины свободного пробега, то парциальные 
теплопроводности электронов и ионов можно представить в виде 
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Рис. 8.1
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Для теплопроводностей чистых компонентов будем использовать 
соотношение (5.47), соответствующее первому приближению Чеп-
мена -Каулинга 

                       αα
α

αα η=κ
m
k

4
15

 ,                                             (8.17) 

где 

                         ( )2,28
5

αα

α
αα

Ω
=η

kT
 .                                              (8.18) 

Легко показать, что для кулоновских взаимодействий 
( ) ( )1,12,2 2 eeee Ω=Ω . Тогда с учетом  соотношения (7.29) между αβν  

и ( )1,1
αβΩ  получаем 
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 .                              (8.19) 

   Для оценок положим, что αβαβ = GH , где αβG  определено выра-
жением (5.46). Используя (6.8 ) и (8.18), можно при 1=Z  предста-
вить эти величины как 
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(Здесь использованы определения (7.37) и (7.38) для величин eeν  и 

iiν ). В результате, пренебрегая малыми членами, имеем 

                                 eee κ
+

=κ
21

1
 ,         iii κ=κ . 

Заметим теперь, что в соответствии с (8.19) и с учетом  выражений 
для eeν  и iiν  
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              eκ ~ 
Λln

1
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Для отношения коэффициентов теплопроводности при ie TT =  име-
ем 

                         ei κκ ~ ( ) 121 <<ie mm  ,                           (8.20) 
откуда следует, что основной вклад в теплопроводность полностью 
ионизованной плазмы вносит ее электронный компонент. Учиты-
вая определение eeκ  (8.19), для коэффициента теплопроводности 
полностью ионизованной плазмы получаем 

                                      
eie

ee
e m
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=κ=κ
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989,1   .                     (8.21) 

   Расчет теплопроводности методами строгой теории (в результате 
численного интегрирования уравнений метода Чепмена-Энскога  
[15, 8] или с учетом трех полиномов Сонина в разложении функции 
распределения в том же методе [36]) дает значения числового ко-
эффициента 3,203 вместо 1,989. В результате практически точное 
выражение для теплопроводности полностью ионизованной плаз-
мы при 1=Z  имеет вид 
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   Теплопроводность частично ионизованной плазмы складывается 
из обычной теплопроводности тяжелых частиц (нейтралов) nnκ  , 
которая определяется выражением (8.17), и электронной теплопро-
водности eκ . Относительным вкладом ионного компонента в этом 
случае также можно пренебречь. Вклад теплопроводности ней-
трального компонента с ростом степени ионизации α  уменьшается 
пропорционально отношению ( ) ( )α+α− 1/1  [18]. При малых сте-
пенях ионизации из формул Васильевой следует 
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Уже при относительно малых степенях ионизации α  вклад второ-
го члена в выражении (8.23), связанного с электронной теплопро-
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водностью, может оказаться значительным. Выражение для элек-
тронной теплопроводности при произвольных степенях ионизации, 
следующее из применения правила смеси, мы обсудим в следую-
щем параграфе.  
 
8.3.  «Термосила» и термодиффузия в плазме 
 
   Рассмотрим вклад термодиффузии в выражение для плотности 
тока проводимости j  и электронный тепловой поток eq . Предше-
ствующий анализ показал, что в отсутствие магнитного поля плот-
ность тока проводимости в плазме определяется в основном диф-
фузией электронов. Для стационарных медленных течений плазмы 
уравнение баланса импульса для электронного компонента можно 
записать в виде 

                               T
eeee enp RRE +=+∇  .                             (8.24) 

   В правой части этого уравнения добавлен член, соответствующий 
так называемой “термосиле” T

eR , учет которой оказывается суще-
ственным при наличии градиента температуры. 
   Рассмотрим сначала случай полностью ионизованной плазмы. 
Выражения для eR  и T

eR  имеют при этом вид 
( )ieeieee mn uuR −ν−=  ,   

                               
e

e
eieiee

T
e p

mn hR ξν−=   .                          (8.25) 

 Мы использовали здесь выражение для T
1R  (6.39), в котором член 

с индексом “1” соответствует электронам, а член с индексом “2” 
(ионы) может быть опущен, поскольку он пропорционален малому 
отношению ( )ie mm . Полагая eee T∇κ−=h , плотность тока про-
водимости в полностью ионизованной плазме ( )ieeen uuj −−=  
можно представить  в виде 

              =∇ϕ+⎟⎟
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Коэффициент ϕ  записывается при этом  как 



219 

                                   e
T

e

e
kT

ασ=ϕ    ,                                        (8.27)  

 где постоянная термодиффузии электронов e
Tα  определена выра-

жением 
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e
T Dkn

κ
ξ−=α

1  .                              (8.28) 

Здесь ek – парциальный коэффициент теплопроводности электро-
нов, eiD – коэффициент электрон-ионной диффузии. Для полно-
стью ионизованной плазмы  

                      
eie

e
ei m

kT
D

ν
=    ,              6,0−=ξei  .                      (8.29) 

 Используя выражение для eκ (8.21), полученное на основе формул 
Васильевой, находим 

                  e
Tα =1,193    ,       

eie

e

m
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=ϕ 193,1   .                             (8.30)  

 С учетом выражения (8.5) для eiν  получаем 
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e  .                       (8.31) 

Коэффициент ϕ  для полностью ионизованной плазмы рассчиты-
вался Спитцером и Хэрмом [15] на основе численного интегриро-
вания уравнений метода Чепмена-Энскога. Соответствующий ре-
зультат имеет вид [8,15] 

                           
( ) ( )
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ln
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0
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23

Zem
kTk

e

e  ,                            (8.32) 

 т. е. отличается от нашего приближенного выражения всего лишь 
на 12% 
   Выражение для плотности тока (8.26) сохраняет свой вид и в слу-
чае частично ионизованной плазмы. В случае слабой ионизации 
для определения коэффициента ϕ  можно, как и в рассмотренных 
ранее случаях электропроводности и теплопроводности, использо-
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вать результаты строгой теории для лоренцевского газа. Соответст-
вующее выражение для ϕ  имеет при этом вид [8 ] 
 

 ( ) ( )dxxx
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x
m
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ene

e 22
4

exp
2
5

3
8

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

νπ
=ϕ ∫                     (8.33) 

 
Заметим, что для случая ( )venν =const в результате интегрирования  
в выражении (8.33) получаем 0=ϕ . Это находится в полном соот-
ветствии с обращением в нуль коэффициента термодиффузии для 
модели так называемых “максвелловских молекул”. Как уже отме-
чалось, именно для этой модели эффективная частота столкнове-
ний с передачей импульса не зависит от скорости. 
   В случае произвольной степени ионизации плазмы для определе-
ния ϕ  в [8] предложено использовать правило смеси Фроста, в ко-
тором ( )venν  заменяется выражением 
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   Обратимся теперь к анализу вклада термодиффузии в выражение 
для теплового потока. Анализ, проведенный в предыдущем пара-
графе, показал, что основной вклад в тепловой поток в плазме в 
отсутствие магнитного поля вносит электронный компонент плаз-
мы. Учитывая присутствие в выражении для теплового потока чле-
нов, связанных с переносом тепла за счет диффузии (см. выраже-
ние (3.84)), а также вклад термодиффузии, тепловой поток элек-
тронов можно представить в виде [8,18,35] 

                     jq  
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eee  ,                            (8.35) 

где   

                                e
T

e

e
kT

α−=χ
2

 .                                  (8.36) 

Член, связанный с коэффициентом χ , оказывается перекрестным 
по отношению к члену в выражении для j  (8.26), пропорциональ-
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ному коэффициенту ϕ . Коэффициенты χ  и ϕ  связаны соотноше-
нием ( )σϕ−=χ eT , что вытекает также из выполнения соотноше-
ний симметрии Онзагера в рамках термодинамики необратимых 
процессов. 
   Выражение для потока тепла (8.35) можно записать в другой 
форме, когда в качестве параметров, вызывающих появление пото-
ка тепла, выступают градиент температуры и приложенное к плаз-
ме электрическое поле E . Для этого достаточно подставить в (8.35) 
выражение для j  (8.26). В результате получаем 

                          ∗ψ−∇κ′−−= Eq  Tj
e

kT
ee

e
e 2

5
  .                        (8.37) 

 При этом 

              
σ
ϕ

+κ=ϕχ−κ=κ′
2

eeee T    ,             eTϕ=ψ                 (8.38) 

   Подчеркнем, что истинной электронной теплопроводности в 
плазме соответствует именно коэффициент eκ , а не eκ′ , посколь-
ку экспериментально коэффициент теплопроводности определяет-
ся в стационарных условиях, когда диффузионный поток уже от-
сутствует. Действительно, градиент температуры в соответствии с 
выражением (8.26) вызывает перенос заряда, который создает вто-
ричное электрическое поле, связанное с накоплением заряда. Появ-
ление этого поля приводит к тому, что в стационарном состоянии 
плотность тока j  обращается в нуль, иначе происходило бы неог-
раниченное нарастание электрического поля.  
   Рассмотрим еще вопрос об электронной теплопроводности сла-
боионизованной плазмы, воспользовавшись результатами строгой 
теории для лоренцевской плазмы. В этом случае коэффициент 
электронной теплопроводности eκ′ , фигурирующий в соотношении 
(8.37 ), определяется как [ 8] 
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Истинная электронная теплопроводность eκ  определяется при 
этом из соотношения (8.38), где σ  и ϕ  в лоренцевском приближе-
нии определялись ранее. 
   Для произвольной степени ионизации можно использовать пра-
вило смеси Фроста. Выражение для eκ′  для этого случая приведено 
в [8 ]. За основу берется лоренцевское выражение (8.39), в котором 
вместо ( )venν  подставляется выражение 
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Соответственно eκ  определяется из соотношения (8.38), в кото-

ром ϕ  и σ  заменяются на Fϕ  и Fσ .  
 
8.4. Вязкость плазмы 
  
   Тензор вязких напряжений rsπ , который входит в уравнение 
движения плазмы (7.11), в отсутствие магнитного поля определяет-
ся обычным линейным  соотношением                                                                     
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где коэффициент вязкости плазмы η  равен сумме парциальных 
вязкостей компонентов  

∑
α

αη=η  . 

   Рассмотрим сначала случай полностью ионизованной плазмы, 
образованной из электронов и однократно заряженных ионов. Ис-
пользуя  формулу Васильевой (5.37), имеем 
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Для вязкостей чистых компонентов можно воспользоваться фор-

мулой (8.18), из которой с учетом связи между αβν  и ( )2,2
αβΩ  для 

кулоновских взаимодействий следует 
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 ,      (8.43) 

где eeν  и iiν  определены выражениями (7.37) и (7.38). Величины  

eiG  и ieG  в соответствии с выражением (5.46) и используя (6.8) и  
(8.18 ), можно представить как 
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Таким образом, в пренебрежении  малыми членами ~ ( ) 21
ie mm , 

имеем 

                    eee η
+

=η
21

1
 ,         iii η=η  .                  (8.44) 

Заметим теперь, что в соответствии с (8.35) и определениями eeν  

и iiν  

              eη ~ Λln/2521
ee Tm    ,            iη ~ Λln/2521

ii Tm  
Очевидно, что при ie TT =  

                                         ie ηη ~ ( ) 121 <<ie mm    ,                 (8.45) 
Отсюда следует, что вкладом электронной вязкости в полную вяз-
кость плазмы можно пренебречь. Для неизотермической плазмы 
при  ie TT >  вклад ее может сравняться с вкладом вязкости ионов, 

если выполняется условие  ie TT / ~ ( ) 51
ei mm . 

   С учетом определения iiν  (.7.38) выражение для ионной вязко-
сти (8.43)) запишется в виде 
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Расчет ионной вязкости методами строгой теории (с учетом двух 
полиномов Сонина в разложении функции распределения) приво-
дит к выражению [36] 
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   Рассмотрим теперь случай частично ионизованной плазмы, обра-
зованной из электронов, ионов ( 1=Z ) и нейтральных атомов того 
же сорта ( )mmm ni == . Анализ показывает, что вкладом вязкости 
электронного компонента можно пренебречь и в этом случае, по-
этому вязкость будет определяться ионным  и атомным  компонен-
тами, относительный вклад которых существенно зависит от сте-
пени ионизации плазмы ( )nii nnn +=α . На основе  формул Ва-
сильевой (5.37) имеем 
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Параметры inG  и  niG  определяются как 
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   При низких степенях ионизации основной вклад в вязкость будет 
вноситься нейтральным компонентом. С ростом степени ионизации 
заметную роль начинает играть ионный компонент. Поскольку  
среднее эффективное сечение ион-ионных столкновений при срав-
нимых температурах оказывается на два-три порядка больше, чем 
соответствующее сечение столкновений нейтрал-нейтрал, это при-
водит к заметному падению вязкости плазмы в том диапазоне сте-
пеней ионизации, где вклад ионной вязкости становится сущест-
венным. В области полной ионизации вязкость плазмы опять начи-
нает расти с температурой в соответствии с формулой (8.47) по  
закону iη ~ 25

iT . В качестве примера на рис. 8.1 представлены ха-
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рактерные зависимости вязкости частично ионизованного гелия от 
температуры. Кривые 1, 2,3 соответствуют расчетным значениям 
вязкости гелия в состоянии ионизационного равновесия при значе-
ниях давлений p =0,01 атм, p =0,1 атм и p =1 атм соответственно. 
Характер зависимостей полностью подтверждает высказанные вы-
ше соображения. 
 
 

 
8.5. Влияние магнитного поля на коэффициенты переноса 
 
   Как следует из вывода обобщенного закона Ома, проведенного в  
предыдущей главе, магнитное поле заметным образом влияет на 
перенос заряженных частиц  поперек магнитного поля. При этом  
наряду с обычным коэффициентом электропроводности σ , кото-
рый остается тем же для компоненты плотности тока, параллель-
ной магнитному полю, возникают еще два коэффициента: попереч-
ная электропроводность ⊥σ  и холловская электропроводность Hσ . 
Если в плазме имеется градиент температуры, то в присутствии 
магнитного поля усложняется и та часть выражения для плотности 
тока проводимости (8.29), которая связана с учетом вклада термо-
диффузии электронов. Соответствующий обобщенный закон Ома 
принимает в этом случае вид [8,18] 

 

8 16 24 K,10 03−⋅T  

сПа , ⋅η  

510−  

410−  

1 
2 3 

Рис. 8.1 
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          ( )+×σ+σ+σ= ∗∗
⊥⊥ EkEj H E                 

                                     ( )eHee TTT ∇×ϕ+∇ϕ+∇ϕ+ ⊥⊥ k  .      (8.41) 

Здесь ϕ=ϕ , а коэффициенты ⊥ϕ  и Hϕ  так же, как ⊥σ  и Hσ  

зависят от величины магнитного поля и заметно уменьшаются с 
ростом величины параметра Холла для электронов. Общие выра-
жения для них можно найти в [8, 18, 35].   
   В присутствии магнитного поля усложняется и выражение для 
электронного теплового потока eq  которое приобретает вид, по-
добный представлению обобщенного закона Ома. Формальное вы-
ражение для него можно записать как 

       ( )+∇×κ−∇κ−∇κ−=− ⊥⊥ eHee
e

e TTT 
e

kT
kjq ||||2

5       

                                       ( )jkjj ×χ+χ+χ+ ⊥⊥ H||||
 .                   (8.42) 

 Здесь eκ=κ , χ=χ , а поперечные и холловские коэффициен-

ты теплопроводности ⊥κ . и Hκ , а также соответствующие коэф-
фициенты ⊥χ  и Hχ  определяются выражениями, зависящими от 
величины магнитного поля. Характер их зависимости от электрон-
ного параметра Холла близок к аналогичным зависимостям, полу-
ченным выше для поперечной и холловской электропроводности. 
Различные представления этих величин в зависимости от исполь-
зуемых методов расчета можно найти в [8,18,35 ]. 
   Что касается вязкости, то влияние магнитного поля на нее, связа-
но с ионным параметром Холла iiii τω=β . С ростом магнитного 
поля зависимость вязкости от него проявляется гораздо позже, чем 
влияние электронного параметра Холла ( ie β>>β ) на другие коэф-
фициенты переноса. Из-за симметричности тензора вязких напря-
жений он имеет пять независимых компонент и поэтому при нали-
чии магнитного поля характеризуется пятью коэффициентами вяз-
кости. Если в декартовой системе координат магнитное поле на-
правлено вдоль оси z , то только компонента zzπ  имеет тот же вид, 
что и в отсутствие магнитного поля, с обычным  коэффициентом 
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вязкости, определяемым полученными выше выражениями. Ос-
тальные компоненты тензора и соответствующие поперечные ко-
эффициенты вязкости зависят от ионного параметра Холла. Струк-
тура соответствующих выражений для компонент тензора вязких 
напряжений и сами коэффициенты вязкости приводятся в работах 
[35, 36]. 
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Приложение 1.  Интегралы  от  распределения  Максвелла 
 

   Все встречающиеся в тексте интегралы от максвелловского рас-
пределения могут быть получены из основного интеграла   

                                             ( )dz xI ∫
∞

∞−

−= 2exp . 

Для его вычисления воспользуемся следующим приемом. Запишем 
тождественный интеграл через переменную y  и перемножим их. В 
результате 

                                ( )[ ]dxdy yxI ∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

+−= 222 exp  . 

Будем теперь рассматривать x  и y  как полярные координаты на 
плоскости и перейдем к новым переменным 
                          222 ryx =+   ,           ϕ= rdrddxdy  . 
 Интеграл 2I  в новых переменных легко вычисляется                                 

                 ( ) ( ) π=−π=ϕ−= ∫∫∫
∞π∞

2
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2
2

00

22 expexp dr rddr rI   . 

Для исходного интеграла получаем  результат                                

                                        ( ) π=−∫
∞

∞−

dz x 2exp   . 

 Используя  подстановку 22  xaz = ,  dxadz  = , имеем 

                                        ( )
a

dz z a 2 π
=−∫

∞

∞−

exp  . 

Дифференцированием  по параметру a  получаются формулы  

                                      ( ) 232

2
exp −

∞

∞−

π
=−∫ adz z az 2  , 

                                  ( ) 254

4
3exp −

∞

∞−

π=−∫ a dz z az 2  , 

                    …………………………………………………. 



229 

В пределах от 0  до ∞  интегралы с четными степенями z  в два 
раза меньше приведенных выше значений. 
   Для нечетных степеней z  интегралы в пределах от ∞− до ∞+  
равны нулю. Интегралы с нечетными степенями z  в пределах от 0  

до ∞  берутся подстановкой uz a =2  и интегрированием по час-
тям 

               ( ) ( )∫∫
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2
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a
duu

a
duu u

a
dzz az =−=−=− ∫∫∫

∞∞∞

 . 

 
Общие выражения для интегралов  при целых  значениях  n  
 
n – четное число 
 

                 ( ) ( ) 21

0

2

2
1

2
5

2
3

2
1

2
exp +−

∞ −
⋅⋅⋅⋅⋅⋅

π
=−∫ nn andz z az  ; 

 
n – нечетное число 
 

                             ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=− +−
∞

∫ 2
1

2
1exp 21

0

2 nadz z az nn ! 
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Приложение 2.   Таблицы ∗Ω - интегралов 

∗T  ( )∗Ω 1,1  ( )∗Ω 2,2  ∗T  ( )∗Ω 1,1  ( )∗Ω 2,2  ∗T  ( )∗Ω 1,1  ( )∗Ω 2,2  
0,30 

0.35 

0,40 

0,45 

0,50 

0.55 

0,60 

0,65 

0.70 

0,75 

0,80 

0,85 

0,90 

0,95 

1,00 

1,05 

1,10 

1,15 

1,20 

1,25 

1,30 

1.35 

1,40 

1,45 

1,50 

1,55 

1,60 

 

2,662 

2,476 

2,318 

2,184 

2,066 

1,996 

1,877 

1,798 

1,729 

1,667 

1,6612 

1,562 

1,517 

1,476 

1,439 

1,406 

1,375 

1,346 

1,320 

1,296 

1.273 

1,253 

1,233 

1,215 

1,198 

1,182 

1,167 

 

2,785 

2,628 

2,492 

2,368 

2,257 

2,156 

2,065 

1,982 

1,908 

1,841 

1,780 

1,725 

1,675 

1,629 

1,587 

1,549 

1,514 

1,482 

1,452 

1,424 

1,399 

1,375 

1,353 

1,333 

1,314 

1,296 

1,279 

 

1,65 

1,70 

1,75 

1,80 

1,85 

1,90 

1,95 

2,0 

2,1 

2,2 

2,3 

2,4 

2,5 

2,6 

2,7 

2,8 

2,9 

3,0 

3,1 

3,2 

3,3 

3,4 

3,5 

3,6 

3,7 

3,8 

3,9 

1,153 

1,140 

1,128 

1,116 

1,105 

1,094 

1,084 

1,075 

1,057 

1,041 

1,026 

1,012 

0,9996 

0,9878 

0,9770 

0,9672 

0,9576 

0,9490 

0,9406 

0,9328 

0,9256 

0,9186 

0,9120 

0,9058 

0,8998 

0,8942 

0,8888 

 

1,264 

1,248 

1,234 

1,221 

1,209 

1,197 

1,186 

1,175 

1,156 

1,138 

1,122 

1,107 

1,093 

1,081 

1,069 

1,058 

1,048 

1,039 

1,030 

1,022 

1,014 

1,007 

0,9999 

0,9932 

0,9870 

0,9811 

0,9755 

 

4,0 

4,1 

4,2 

4,3 

4,4 

4,5 

4,6 

4.7 

4.8 

4.9 

5,0 

6,0 

7,0 

8,0 

9,0 

10,0 

20,0 

30,0 

40,0 

50,0 

60,0 

70,0 

80,0 

90,0 

100,0 

200,0 

300,0 

 

0,8836 

0,8788 

0,8740 

0,8694 

0,8652 

0,8610 

0,8568 

0,8530 

0,8492 

0,8456 

0,8422 

0,8124 

0,7896 

0,7712 

0,7556 

0,7424 

0,6640 

0,6232 

0,5960 

0,5756 

0,5596 

0,5464 

0,5352 

0,5256 

0,5130 

0,4644 

0,4360 

0,9700 

0,9649 

0,9600 

0,9553 

0,9507 

0,9464 

0,9422 

0,9382 

0,9343 

0,9305 

0,9269 

0,8963 

0,8727 

0,8538 

0,8379 

0,8242 

0,7432 

0,7005 

0,6718 

0,6504 

0,6335 

0,6194 

0,6076 

0,5973 

0,5882 

0,5320 

0,5016 
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Приложение 3.  Средняя передача импульса и энергии при 
столкновениях   частиц в неизотермической плазме 

 
   Общие выражения для среднего изменения импульса и энергии 
частиц сорта 1 при их столкновениях с частицами сорта 2 имеют 
вид 

     
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )  ,ddffggQ 
dd dd ggffm

2122111
1

1212

211222111111 sin,
ccccg

ccccccR

∫
∫

μ=

=ϕχχχσ−′=
(П.3.1) 

     ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ccccUg

cccc

ddffggQ

dd dd ggffcc
m

Q

122111
1

1212

21122211
2
1

2
1

1
1 sin,

2
∫
∫

⋅μ=

=ϕχχχσ−=  (П.3.2) 

 Здесь uvc −= αα – собственная скорость частиц и uGU −= – 
скорость центра масс сталкивающихся частиц в системе отсчета, 
движущейся со среднемассовой скоростью смеси u . При этом ис-
пользуются соотношения 
          gUc 12111 μ−= mm   ,      gUc 12222 μ+= mm   ,         (П.3.3) 

где  12 ccg −= – относительная скорость частиц. 
Функции распределения частиц сорта α  задаются в виде 

                       ( ) )(ff ααααα ⋅γ+= cw210  ,                            (П.3.4) 

               ( ) ( )2
2

3
0 exp αα

α
αα γ−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ

= cnf  ,    
α

α
α =γ

kT
m

2
 .        (П.3.5) 

Введем переменную X , связанную с U  и g  соотношением 

                          gUccX ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ γ
−

γ
γ+γ

μ
+=

γ+γ
γ+γ

=
2

2

1

1

21

12

21

2211

mm
 .      (П.З.6 ) 

Нетрудно показать, что произведение ( ) ( )0
2

0
1 ff  в этом случае может 

быть представлено в виде 

      ( ) ( ) ( ) =γ−γ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
π
γγ

= 2
22

2
11

2
3

2
21

21
0

2
0

1 exp ccnnff                           
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= ( )[ ] ( )2
12

2
21

2
3

12
2

3
21

21 expexp gXnn γ−γ+γ−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π
γ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π
γ+γ

 , 

где  

                                  
21

21
12 γ+γ

γγ
=γ  . 

   Используя (П.3.4) и оставляя в произведении 21 ff  линейные от-
носительно 1w  и 2w  члены, имеем 
      ( ) ( )0

2
0

121 ffff = ( )222111  2 21 cwcw ⋅γ+⋅γ+ = 

= ( )[ ] ( )×γ−γ+γ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ+γ 2

12
2

21

2
3

12
2

3
21

21 expexp gXnn  

                 ( ) ( )[ ]gwwXww ⋅−γ−⋅γ+γ+× 21122211 221 .            ( П.3.7) 
 Для вычисления  1R  подставим  (П.3.7)  в (П.3.1) и учтем, что  

gXcc dddd  21 = , где dXXd 24π=X , dggd 24π=g  . Интегрирование 
по переменной X  можно произвести до конца. При этом часть ин-
тегралов обращается в нуль из-за нечетности подынтегральных вы-
ражений по X , а оставшиеся интегралы  приводят к  результату 
 
                                    ( )21121211 wwR −νμ−= n   .                       (П.3.8) 
 Здесь                    

21

21
12 mm

mm
+

=μ  ,           ( )1
1212212 3

4 Qgn=ν  ,                 

( ) =1
12Q ( ) ( ) ( )dxxQxx   exp 21

12
1

12
0

25 −
∞

γ−∫   ,    
21

12
12

4
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πγ

=g  .     (П.3.9) 

    Для расчета 1Q  заметим, что  с учетом  (П.3.6) 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

γ+γ
μ

−⋅=⋅
2121

12 11
2
1

TTk
XgUg   .             (П.3.10) 

 Подставляя  (П.3.10) и (П.3.7) в (П.3.2), после интегрирования  по  
X  приходим к результату 
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                                   ( )2112
21

12
1 3 TT

mm
kQ −ν

+
μ

−= .           (П.3.11) 

   Полученные выражения  легко обобщаются на случай многоком-
понентной  неизотермической плазмы. В этом случае 

                              ( )βα
α≠β

αβαβαα −νμ−= ∑ wwR n   ,               (П.3.12)                   

                        ( )βααβα
α≠β βα

αβ
α −ν

+

μ
−= ∑ TTn

mm
kQ 3  .           (П.3.13)        

Для изотермической плазмы ( TTT == 21 ) имеем 

                 
kT2
12

12
μ

=γ  ,            
21

12
12

8
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πμ

=
kTg . 

 В этом случае выражение для 1R  (П.3.5) переходит в получен-
ную в главе 4 формулу (4.77), где 12ν  определяется выражениями 
(4.78) и (4.79). 
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Приложение 4.  Расчет «термосилы» 

   Для вычисления «термосилы» T
1R  используем общее выраже-

ние для 1R (П.3.1), в котором  

   ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −γ⋅+⋅+= αααααααα 2

51 20 cff cbca    ,                  (П.4.1)          

               ( ) ( )2
2

3
0 exp αα

α
αα γ−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ

= cnf        ,    
kT

m
2

α
α =γ  .    

(Здесь используется однотемпературное приближение ( TT =α )). 

Коэффициенты αa  и αb  выражаются через диффузионную ско-

рость αw  и  приведенный тепловой поток αh  

            ααα γ= wa 2   ,       
α

α
αα γ=

p
h

b
5
4

  .                   (П.4.2)          

   Вычисление термосилы связано с учетом третьего члена в разло-
жении (П.4.1), пропорционального коэффициентам αb . В этом 
случае при учете лишь тех членов, которые линейны относительно  
коэффициентов αb , имеем 

( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −γ⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −γ⋅+=

2
5

2
51 2

222
2
1111

0
2

0
121 ccffff cbcb .  (П.4.3) 

С использованием (П.3.1) выражение для «термосилы принимает 
вид 

              ( ) ( ) ( ) ( )  ,ddffggQ T
2122111

1
12121 ccccgR ∫μ==      (П.4.4) 

где произведение 21 ff  определяется выражением (П.4.3). 
   Перейдем к переменным U  и g  в системе центра масс сталки-
вающихся частиц в соответствии с соотношениями (П.3.3). Произ-
ведение ( ) ( )0

2
0

1 ff  записывается в этом случае как 

      ( ) ( ) ( ) =γ−γ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
π
γγ

= 2
22

2
11

2
3

2
21

21
0

2
0

1 exp ccnnff                           
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( )[ ] ( )2
12

2
21

2
3

12
2

3
21

21 expexp gUnn γ−γ+γ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ+γ

= , (П.4.5 

где kT21212 μ=γ . 
Выражение в квадратных скобках (П.4.3) можно представить в ви-
де 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
−γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
−+

2
51

2

1

12
1

1

12
1 gUgUb

mm
+  

                                      
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
+γ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
++

2
5

2

2

12
2

2

12
2 gUgUb

mm
 .  (П.4.6)  

Заметим также, что gUcc d ddd =21 , где dUUd 24π=U , 
dggd 24π=g . 

   Раскрывая скобки в выражении (П.4.6), мы сохраним для даль-
нейших операций лишь те члены, которые являются четными отно-
сительно переменной U , поскольку после подстановки (П.4.5) и 
(П.4.6) в выражение для T

1R  (П.4.4) интегрирование по Ud обра-
щает в нуль все интегралы, содержащие нечетные степени относи-
тельно переменной U . Остающиеся линейные относительно коэф-
фициентов 1b  и 2b  члены можно записать в виде 

( )[ ]gUUgbb ⋅+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
γ−

μ
γ 22

1

12
11

2

12
22 U

mm
+ 

          2
3

1

12
11

3

2

12
22 g  

mm
gbb

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
γ−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ μ
γ+ g.

bb
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−μ−

1

1

2

2
122

5
mm

 

 
Введем обозначения 

      ( )2UF ( )[ ]2
21

2
3

212 exp4 UU γ+γ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ+γ

π=  ,        

          ( )2gΦ ( )2
12

2
3

122 exp4 gg γ−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
π
γ

π= . 
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 Нетрудно показать, что после подстановки соответствующих вы-
ражений в (П.4.4) вычисление T

1R  сводится к расчету интеграль-
ных выражений, которые удовлетворяют следующим соотношени-
ям 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Φ⋅⋅∫ dUdggUFUggQ 2221
12gAg  

                                   ( ) ( ) ( ) ( )dUdggUFUgQg 2221
12

3

3
1

Φ= ∫A , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Φ⋅⋅⋅∫ dUdggUFUggQ 2221
12gUUAg  

                                   ( ) ( ) ( ) ( )dUdggUFUgQg 2221
12

3

9
1

Φ= ∫A , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Φ⋅⋅∫ dUdggUFUggQg 2221
12

2gAg  

                                 ( ) ( ) ( ) ( )dUdggUFgQg 221
12

5

3
1

Φ= ∫A . 

Далее выполняется интегрирование по переменной U  с использо-
ванием выражений, приведенных в Приложении 1,так что 

              ( ) 1
0

2 =∫
∞

dUUF   ,     ( )
210

22 1
2
3

γ+γ
=∫

∞

dUUFU . 

   Собирая вместе результаты интегрирования отдельных членов, 
входящих в  выражение для T

1R , получаем окончательно 

        ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ω−Ωμ= 2

1

1
2
2

21,1
12

2,1
1212211 2

5
3

16
mm

kTnnT bb
R  .       (П.4.8) 

 Входящие в эту формулу Ω -интегралы  приводятся в главе 4 и 
имеют вид 

       ( ) ( ) ( ) ( )dxgQxx
Tk rr

12
0

232
21

12

,
12   exp

2 ∫
∞

+ −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

πμ
=Ω  . 

 Определим коэффициент бинарной диффузии смеси выражением 
(см. формулу (6.8) главы 6) 

                               [ ] ( )1,1
1212

112 16
3

Ωμ
=

n
kTD  

 и введем величину  
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( )

( )1,1
12

2,1
12

12 3Ω
Ω

=∗C  . 

Используя связь между αb  и αh  (П.4.2), выражение для  T
1R  мож-

но тогда представить в виде 

             [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ξμ=

11

1

22

2
1212

112

21
1 pmpmDn

kTnnT hhR  ,                    (П.4.9) 

где 

                                     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=ξ ∗ 1

5
6

1212 C . 

 Именно в такой форме выражение для «термосилы» используется 
в главе 6. 
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